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摘 要:根据工程实际要求，利用有限元法对结构进行静、模态分析。为了得到一质量减小、应力均匀、
动态性能更优的结构，基于应力和频率删除准则，建立了一种改进的基于应力和基频的渐进结构优化算法。
算法采用了灵敏度再分配法，有效抑制了优化中的棋盘格，提高了优化效果。每迭代步单元删除后，进行孤
点以及单铰支检查技术，并删除，一定程度上避免了局部模态的产生。提供的算例表明了方法的简单、有
效，是 ESO方法在工程应用的又一次尝试，具有一定的使用价值。
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渐进结构优化方法( evolutionary structural optimization，ESO) ［1］是 1993 年由 Xie 和 Steven 提出的，其基
本思想是通过逐渐将无效或低效的材料删除，剩下的结构将趋于优化。在优化迭代中，方法采用固定的有
限元网格，对存在的材料单元设其材料数编号为 1，而对不存在的材料单元设其材料数编号为 0。方法设计
变量少，每个单元只需一个标明单元存在与否的状态变量。当计算结构刚度矩阵等特性时，不计材料数编
号为 0 的单元特性。因此随着大量“死”单元的去掉，结构特性参数分析和重分析的方程求解数大大减少。
由于概念上的简洁性和应用上的有效性，ESO 具有较大的理论价值和很好的工程应用前景，目前已应用于
应力、位移、刚度、频率、稳定性和临界应力约束问题的优化。关于 ESO 方法的研究可参见文献［2-8］，由此
可见 ESO的理论不断得到完善。

ESO进行拓扑优化的关键在于用一个合适的准则来评价每个单元对结构特定行为的贡大小，以删除一
些贡献较小的单元。而以前的准则研究大都是基于静力问题的，然而结构的动态特性又是影响产品性能的
关键因素之一。为了使 ESO获得更具有工程应用价值的优化结果，在优化过程中需同时考虑应力和频率方
面的约束。又由于低阶模态特性基本决定了产品的动态性能，因此利用 ESO进行基于应力和频率约束的拓
扑优化，即从满足应力约束和频率约束的结构中系统地删除低效材料，得到重量最小化的拓扑优化。

1 ESO应力优化

ESO首先是针对应力优化而提出的，应力优化的准则为:逐渐去掉结构中的低应力材料，是剩下的结构
更有效地承担载荷，从而应力分布更加均匀。所以将单元的 VonMises应力 σvm

e 与整个结构的最大 VonMises
应力进行比较，便可确定每个单元的应力水平。
在每一次有限元分析完成后，从模型中删除满足下列条件的所有单元

σvm
e

σvm
max

＜ RRi ( 1)

式中 RRi 是当前删除率( RR) ，通过使用相同的 RRi 值，重复执行有限元分析与单元删除，直至达到稳定状

态，也即是在当前步已不能进一步删除材料。这时在材料删除率中引入进化率( ER)



RR j +1 = RR j + ER ( 2)
通过增加删除率，再一次进行有限元分析与单元删除，直至达到一个新的稳定状态。如此的一个进化过程
继续至获得期望的最佳结构。

2 ESO频率优化

为了确定结构修改的最好位置，需要进行灵敏度分析来确定须删除的单元。对有限元动平衡方程微
分，可得到第 i单元的特征值灵敏度。
在有限元分析中，结构动特性的一般特征值问题为

( ［K］－ ω2
i［M］) { φi} = { 0} ( 3)

其中: ［K］为总刚度矩阵; ［M］为质量矩阵 ωi为第 i阶固有频率; { φi}为相应于 ωi的特征矢量。固有频率 ωi
以及相对应的特征矢量{ φi}通过瑞利商相互关联

ω2
i =

ki

mi
( 4)

其中模态刚度 ki和模态质量 mi定义为

ki = { φi}
T［K］{ φi} ( 5)

mi = { φi}
T［M］{ φi} ( 6)

假定在当前结构中删除单元 j，对( 2) 式微分得到由于删除该单元引起的第 i阶频率变化量

Δ( ω2
i ) =

Δki

Δmi
－
kiΔmi

m2
i

= 1
mi
( Δki － ω2

i Δmi ) ( 7)

假设单元增减前后，特征矢量{ φi}不变，其中{ φ
e
i }是 j单元的振型，因此

Δki ≈－ { φe
i }

T［ke］{ φe
i } ( 8)

Δmi ≈－ { φe
i }

T［m］{ φe
i } ( 9)

其中［ke］和［me］分别是删除单元 j的单元刚度矩阵和单元质量矩阵，将式( 8) 和( 9) 带入式( 7)

Δ( ω2
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i }
T ( ω2

i［m
e］－［k］e ) { φe

i } ( 10)

在模态分析中，常将特征向量{ φe
i }相对于质量矩阵［M］正则化，使得模态质量 mi等于 1，这种情况下灵

敏度计算公式可简化为

αj
i = { φe

i }
T ( ω2

i［m
e］－［ke］) { φe

i } ( 11)
由此可发现，只要在有限元分析之后得到特征参数，敏度值就可以在单元层次上求得。
频率灵敏度是在假设删除单元前后振型不发生改变的基础上推到得到的，具有一定的数值不稳定性，

以至于棋盘格问题严重，为了抑制棋盘格，采用灵敏度再分配技术。即将单元灵敏度分配到节点，节点 I 的
灵敏度等于相关单元灵敏度的平均，即

Iα =
Σ

n

i = 1
αi

n

j

( 其中 n为节点 I相关联单元数) ( 12)

再将节点灵敏度返回单元，也就是说单元的再分配灵敏度为本单元节点灵敏度的平均值。
频率优化有最大化或最小化指定的某阶或某几节频率、最大化指定两频率间隔等问题。要增大某阶固有

频率，优化迭代时只需删除灵敏度较大的单元即可，相反，欲减小某阶固有频率删除灵敏度值为负的较小单元。

3 ESO应力和频率优化

3． 1 考虑应力和频率的结构拓扑优化模型
在结构拓扑优化中，基于应力和基频约束的优化模型建立如下:
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求 B = { b1，b2，b3，…，bN }

MinW = Σ
N

i = 1
biwi

s． t．
σmax ＜ σ

*

－ f≤ － f * ( f≤f * ，减小基频)
bi = { 0，1} ( i = 1，…，N)

式中 bi 为设计变量，取 0 和 1( 0 表示删除单元，1 表示保留单元) 。W为结构总重量，wi 是第 i个单元的
重量，σmax是最大应力，σ

* 、f * 分别是应力、频率约束值。
3． 2 优化步骤
算法的具体实现步骤:

( 1) 定义结构能占有的最大允许物理区域，并作为初始设计结构;用有限元精细离散网格，给定基于应
力的初始删除率 RR和进化率 ER，基于频率的删除率 RE。
( 2) 指定载荷，约束，单元特性等。
( 3) 静力分析，按照式( 1) 选取单元集合 N，集合 N中单元个数为 n。
( 4) 模态分析，计算集合 N中每个单元的再分配灵敏度 αi，其中 αi ＞ 0 的单元个数为 m。
( 5) 基于频率删除单元的个数为 f，f = d* RE( 其中 d 为当前迭代步活的单元) ，比较 n，m 以及 f 的大

小，取 3 个当中最小值作为本次迭代要删除的单元个数 g。
( 6) 从集合 N中删除 g个频率灵敏度大于 0 的单元。
( 7) 孤点以及单铰支检验，并删除。
( 8) 如果没有满足式( 1) 的单元，结构拓扑达到一个稳态，按式( 2) 增加基于应力的删除率。
( 9) 重复 3 － 8，直到满足某一准则限。
如果要减小基频，只需将( 4) 改为:模态分析，按照式( 11) 计算集合 N中每个单元的 αi，其中 αi ＜ 0 的单

元个数为 m。与基于应力的 ESO相比，第 4、5、6 步是对基于应力的 ESO的一个修正;与基于频率的 ESO相
比，第 3、5 步是对基于应力的 ESO的一个修正。

4 数值算例

图 1 矩形板拓扑优化计算模型

4． 1 对角固支的矩形板的拓扑优化设计
矩形板处于平面应力状态，一组对角点固定，底边中点竖向载荷 F = 100

N，厚度 t = 0． 01 m，弹性模量 E = 70 GPa，泊松比 ν = 0． 3，ρ = 2 700 kg /m3。初
始设计区域为 0． 15 × 0． 1 m的矩形区域，模型划分为 45 × 30 个四边形有限
元网格单元。
设定初始基于应力的单元删除率 RR = 0． 01、单元进化率 ER = 0． 01，基

于频率的删除率 RE = 0． 01( 迭代过程中保持不变) 。进化结构优化进程结果见图 2 所示:

图 2 矩形板进化过程

图 2 是相应 6 个删除率 RRi 下的稳态结构，经过 15 个稳态迭代，当 RR = 0． 15 时最大应力由最初的
28 185 Pa增加到 29 485 Pa，频率由 2 441 Hz 增加到 3 239 Hz，增加了 33%。最优拓扑结构与基于频率的
ESO［6］拓扑结构有微小的差异，但鉴于算法的是以应力和频率为约束的 ESO，一定程度上说明了算法的合理
性。但方法只允许删除单元，随着剩余单元的减少得到结构平滑性越来越不好，并且边界粗超不均匀，有明
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显的棋盘格。
4． 2 两端固支的矩形板拓扑优化设计
矩形板结构初始设计的尺寸为 2H × H ( H = 50 mm) ，弹性模量 E = 100 GPa，泊松比 v = 0． 3，板厚 t =

1 mm，ρ = 7 000 kg /m3，竖向荷载 F = 1 N。有限元分析选用四边形单元将几何模型分成 50 × 25 个正方形固
定网格( 图 3) 。

图 3 矩形板拓扑优化计算模型

设定初始基于应力的单元删除率 RR = 0． 01、单元进化率 ER = 0． 01，基
于频率的删除率 RE = 0． 01( 迭代过程中保持不变) 。进化结构优化进程结
果如图 4 所示:
图 4 给出了 6 个不同迭代步的拓扑结构。在优化前期与基于应力的

ESO拓扑结构没有区别，随着单元的减小，在中后期与基于应力的 ESO 拓

图 4 矩形板拓扑进程

扑结构呈现一定的差异。算例中，最大应力由最初的 327 497 Pa 增加到 459 547 Pa，频率由 4 710 降低到 1
559，减少了 67%。算法的最大应力比基于应力的 ESO［8］要大，不如基于应力的 ESO 最优拓扑结构应力均
匀，更说明了算法是静态性能优化和动态性能优化的一种平衡，作为一种启发式算法，可根据工程需要，选

择合适的拓扑结构。

5 结 论

综合考虑了影响结构性能的关键因素，提出一种以应力和第一阶固有频率为约束的 ESO，算例说明了拓
扑优化时算法一定程度上平衡了静态性能和动态性能，使静态性能和动态性能同时得到优化。但由于算法
中被删除的单元在后续迭代中不能恢复的缺点，以及频率灵敏度基于振型不变的基础上推到计算的，算法

还需继续研究改进。
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Research into the Status Quo of Chongqing’s Ecological Carrying Capacity
Based on Ecological Footprint Model

ZHANG Xing-mei1，2 ，YANG Qing-wei2
( 1． Science and Technology Learning-guided Department，Learning-guided Center，

Chongqing Radio and Television University，Chongqing 400052，China;
2． Chongqing Jiaotong University，Chongqing 400074，China)

Abstract: Ecological footprint theory，as an important tool of quantitative assessment of regional sustainable
development，is currently accepted by majority of experts and scholars． Based on related statistical data，this paper
analyzes the status quo of Chongqing’s ecological carrying capacity． The results show that the ecological footprint of
this region is 2． 45282 hm2，that the ecological carrying capacity of this region is only 0． 270527 hm2 and that
ecological deficit of this region is 2． 177824 hm2 ． On the basis of the reasons，the feasible measures such as
controlling population growth， improving consumption structure， developing old industrial base， reducing
environment pollution and so on are proposed to mitigate ecological pressure and to promote ecological carrying
capacity．

Key words: Chongqing; ecological footprint; ecological carrying capacity; sustainable development
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Evolutionary Structural Optimization Based on Stress
and Fundamental Natural Frequency

HU Rui-jiao
( School of Mechanical Engineering，Chongqing University，Chongqing 400044，China)

Abstract: According to real requirements of engineering，finite element method is used to analyze the static
and modal characteristics of the structure． In order to obtain a structure with reduced quality，stress uniformity and
better dynamic performance，and based on stress and frequency deletion standard，an improved Evolutionary
Structural Optimization based on stress and fundamental natural frequency was set up． This algorithm uses
sensitivity redistribution，effectively suppresses checkerboard pattern in optimization and improves the optimization
effect． After iterative element is removed，then singular elements and single-hinged components are detected and
removed，localized modes are avoided to some extent． The examples demonstrate that this method is simple and
effective，is another attempt of ESO in engineering application and has certain value．

Key words: Evolutionary Structural Optimization; stress; fundamental natural frequency
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