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摘 要:矩阵的奇异值是矩阵分析中的重要课题． 其中矩阵奇异值的下界估计在许多领域中也是非常

重要的，因此矩阵奇异值的下界估计得到了普遍的关注． 对奇异值的下界做了进一步的研究，改进了黄廷祝

的”矩阵最小奇异值下界的估计”一文的定理 1 以及定理 2，并给出了相应的证明和数值算例．
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1 基础知识

矩阵的奇异值是矩阵分析中的重要课题． 在用迭代法求线性方程组的解时，往往需要估计矩阵 A 的谱

条件 K( A) =
σ1 ( A)
σn ( A)

≤
( ‖A‖1‖A‖∞ )

1
2

γ
( σ1 ( A) 为 A 的最大奇异值) ，其中最小奇异值 σn ( A) 的下界估计 γ

是非常重要的． 矩阵奇异值的下界估计在其他许多领域中也是非常重要的，因此得到了普遍的关注． 1975
年，J． M． Varah 在文献［1］中利用矩阵元素给出了最小奇异值的下界． 1989 年，C． R． Johnson 在文献［2］中将

Gerschgorin 圆盘定理应用于最小奇异值的下界估计． 到 1997 年，黄廷祝在文献［3］中，利用了矩阵分块得到

了矩阵奇异值下界的估计．
此处在黄廷祝利用分块矩阵求奇异值下界的估计的基础上进行了改进，得到了一个更精确的界值估计．
采用如下一系列符号: 其中 N 表示自然数集; Mn ( C) 表示 n × n 阶复矩阵集合; λ( A) 表示 A 的特征值;

σn ( A) 表示 A 的最小奇异值; A*
代表 A 的共轭转置; ‖·‖表示向量范数诱导的矩阵范数． A 奇异值用

σ( A) = λ( AA*槡 ) 表示．
将 A 的 n 个奇异值按降序排列，即 σ1 ( A) ≥σ2 ( A) ≥…≥σn ( A) ． 此外，设 A = ( aij ) ∈Mn ( C) ，根据文献

［3］将 A 分块为:

A = ( Aij ) =

A11 A12 …A1k

A21 A22 …A2k

  
Ak1 Ak2 …A













kk

，Aii 非奇异 ( 1)

其 中 Aij ∈ Mninj ( C) ，i，j∈ K = 1，2，…，{ }k ，Σ
n

i = 1
ni = n．

若 | A－1
ii |≥Σ

j≠i
| Aij | ，i∈ K，则称 A 为对角占优矩阵，将具有这类性质的一切矩阵的集合记为 A∈ Ω．



2 主要结果

引理 1［4］
如果对于 A = ( aij ) ∈Cn × n，存在 ri，si ＞0，对任意 i∈N 满足Σ

n

i = 1
( 1 + ri )

－1 + Σ
n

i = 1
( 1 + si )

－1 ≤ 1，

且 | aii | ＞ ri maxj≠i
| aij | 和 | aii | ＞ si maxj≠i

| aji | ，则 A 非 奇 异，且 它 的 最 小 奇 异 值 满 足 σn ( A) ≥

min
i

| aii |
ri

，
| aii |
s{ }
i

＞ min
i

{ max
j≠i

| aij | ，max
j≠i

| aji | } ．

引理 2［3］
设 A∈Mn ( C) 分块如式( 1) ，若 A∈Ω，Aii ( i∈K) 为 M 阵，则 Reλ( A) ＞ 0．

定理 1 设 A∈Mn ( C) 分块如式( 1) ，若数 α 满足:

‖( Aii + ( Aii )
* － αIni )

－1‖ －1 ≥Σ
j≠i
‖Aij + ( Aij )

* ‖ ( 2)

Aii + ( Aii )
* － αIni为 M 阵，同时存在 ri，si ＞ 0 满足Σ

n

i = 1
( 1 + ri )

－1 +Σ
n

i = 1
( 1 + si )

－1≤1，对任意 i∈N，有 | aii | ＞

ri maxj≠i
| aij | +

α
2 ，| aii | ＞ si maxj≠i

| aji | +
α
2 ，则:

σn ( A) ＞ α( )2
2
+ α min

i
{ max

j≠i
| aij | ，max

j≠i
| aji | } + ( min

i
{ max

j≠i
| aij | ，max

j≠i
| aji | } )槡

2

证明 记 B = A － α
2 I，C = B + B* = A + A* － αI． 由式( 2) 知 C∈Ω． 又 Aii + ( Aii )

* － αIni为 M 阵，于是由

引理 2 知，C 为 Hermite 半正定矩阵． 因为 A = B + α
2 I，根据文献［3］知 AA* = α( )2

2

I + α
2 ( B + B* ) + BB* ． 显

然 B + B* ，BB*
均为 Hermite 半正定矩阵．

又由 B = A － α
2 I，则 | bii | = aii －

α
2 ≥ |aii | －

α
2 ＞ ri maxj≠i

| aij |，bij = aij对 j≠i． 同理，| bii | = aii －
α
2 ≥ | aii |

－ α
2 ＞ si maxj≠i

|aji |，bji = aji对 j≠i． 由引理 1 知 B 非奇异，且 σn ( B) ≥min
i

| bii |
ri

，
| bii |
s{ }
i

＞min
i

{ max
j≠i

| bij |，maxj≠i
| bji | } ．

由( B + B* ) 2 = ( B) 2 + 2BB* + ( B* ) 2，则 σn ( B + B* ) ＞ 2σn ( B) ． 从而:

λ( AA* ) ≥ α( )2
2
+ α min

i

| bii |
ri

，
| bii |
s{ }
i

+ min
i

| bii |
ri

，
| bii |
s{ }( )
i

2

＞

α( )2
2
+ α min

i
{ max

j≠i
| bij | ，max

j≠i
| bji | } + ( min

i
{ max

j≠i
| bij | ，max

j≠i
| bji | } ) 2 =

α( )2
2
+ α min

i
{ max

j≠i
| aij | ，max

j≠i
| aji | } + ( min

i
{ max

j≠i
| aij | ，max

j≠i
| aji | } ) 2

即 σn ( A) ＞ α( )2
2

+ α min
i

{ max
j≠i

| aij |，maxj≠i
| aji | } + ( min

i
{ max

j≠i
| aij |，maxj≠i

| aji | } )槡
2 ．

定理 2 设 A∈Mn ( C) 分块如式( 1) ． 若数 α 满足: 存在 x = ( x1，x2，…，xk )
T ＞ 0，使得:

xi‖( Aii + ( Aii )
* － αIni )

－1‖ －1 ≥Σ
j≠i

xj‖Aij + ( Aij )
* ‖ ( 3)

和 Aii + ( Aii )
* －αIni为 M 阵，同时存在 ri，si ＞0 满足Σ

n

i =1
( 1 + ri )

－1 +Σ
n

i =1
( 1 + si )

－1 ≤ 1，对任意 i∈ N，有| aii | ＞

ri maxj≠i
| aij | +

α
2 ，| aii | ＞ si maxj≠i

| aji | +
α
2 ，那么:

σn ( A) ＞ α( )2
2
+ α min

i
{ max

j≠i
| aij | ，max

j≠i
| aji | } + ( min

i
{ max

j≠i
| aij | ，max

j≠i
| aji | } )槡

2

证明 记 B = A － α
2 I， C = B + B* = A + A* － αI，由文献［3］知 C 为 Hermite 半正定阵． 又 A = B + α

2 I，

所以 AA* = ( α
2 ) 2 I + α

2 ( B + B* ) + BB* ． 显然 B + B* ，BB*
均为 Hermite 半正定矩阵． 又由 B = A － α

2 I，则
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| bii | = aii －
α
2 ≥ | aii | －

α
2 ＞ ri maxj≠i

| aij |，bij = aij对 j≠i． 同理，| bii | = aii －
α
2 ≥ | aii | －

α
2 ＞ si maxj≠i

| aji |，bji =

aji对 j≠i．

由引理 1 知 B 非奇异，且 σn ( B ) ≥min
i

| bii |
ri

，
| bii |
s{ }
i

＞ min
i

{ max
j≠i

| bij |，maxj≠i
| bji | } ． 又 σn ( B + B* ) ＞

2σn ( B) ． 从而得:

λ( AA* ) ≥ α( )2
2
+ α min

i

| bii |
ri

，
| bii |
s{ }
i

+ min
i

| bii |
ri

，
| bii |
s{ }( )
i

2

＞

α( )2
2
+ α min

i
{ max

j≠i
| bij | ，max

j≠i
| bji | } + ( min

i
{ max

j≠i
| bij | ，max

j≠i
| bji | } ) 2 =

α( )2
2
+ α min

i
{ max

j≠i
| aij | ，max

j≠i
| aji | } + ( min

i
{ max

j≠i
| aij | ，max

j≠i
| aji | } ) 2

即 σn ( A) ＞ α( )2
2

+ α min
i

{ max
j≠i

| aij |，maxj≠i
| aji | } + ( min

i
{ max

j≠i
| aij |，maxj≠i

| aji | } )槡
2 ．

3 数值算例

例 1［3］
设 A =

2 － 1( )0 3
，σ2 ( A) ≈1． 842 4［3］．

由文献［3］的结果为 σ2 ( A) ≥1． 500 0． 由此处可得 σ2 ( A) ＞ 1． 500 0．

例 2 设 A =
2 － 1( )－ 1 3

，σ2 ( A) ≈2． 236 0．

由文献［3］的结果为 σ2 ( A) ≥1． 500 0． 由此处可得，σ2 ( A) ＞ 1． 750 0．
显然此处的估计要比文献［3］中的估计更精确些．
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One Estimate about Lower Bound for the Smallest Singular Value of Matrices
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Abstract: Singular value of matrices is an important topic in matrix research，among which，the lower bound
estimate of singular value of matrices is important in many fields，as a result，the lower bound estimate of singular
value of matrices is universally focused． This paper makes further research on the lower bound of singular value and
improves Theorem 1 and Theorem 2 of Huang Tingzhu’s Lower Bounds Estimate for the Smallest Singular Value of
Matrices and gives corresponding proof and numerical examples．
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