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摘 要:开映射是点集拓扑中的一个概念，它在拓扑空间的研究中有着十分重要的作用，对开映射的研

究是有意义的．利用与开映射有关的结论例如开映射与同胚的关系等，进一步探讨了开映射的性质定理．
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定义 1［1］ 设 X和 Y是两个拓扑空间，映射 f: X→Y称为一个开映射，如果对于 X中的任何一个开集 U，
像集 f( U) 是 Y中的一个开集．
定义 2［2］ 设 X和 Y都是拓扑空间，f: X→Y．如果 Y中每一个开集 U的原像 f － 1 ( U) 是 X中一个开集，则

称 f是从 X到 Y的一个连续映射，或简称 f连续．
例
［5］
设 X = X1 × X2 ×… × Xn 是 n≥1 个拓扑空间 X1，X2，…，Xn 的积空间，则对于每一个 i = 1，2，…，

n，笛卡尔积 X到它的第 i个坐标集 Xi 的投射 Pi : X→Xi 是一个满的连续开映射，且 X的拓扑为相对于满射 f
而言的拓扑．
定理 1 1) 从离散空间到离散空间的任何映射都是开映射; 2) 从平庸空间到离散空间的任何映射都是

开映射．
证明 1) 设 f: X→Y为离散空间 X到离散空间 Y 的映射，对 X 中任一开集 U，因为 Y 是离散空间，所以

f( U) 是 Y中的一个开集，即 f是一个开映射．
2) 设 f: X→Y 为平庸空间 X 到离散空间 Y 的映射，因为 f( ) =，f( X) Y，而 Y 为离散空间，所以

f( ) 和 f( X) 为 Y中的开集，即 f是一个开映射．
定义 3［2］ 设 X和 Y都是拓扑空间．如果 f: X→Y是一个一一映射，并且 f和 f － 1

都是连续的，则称 f是一
个同胚映射或同胚．
定理 2 设 X和 Y是两个拓扑空间，映射 f: X→Y为同胚，则映射 f: X→Y为一个开映射．
证明 设 U是 X的任意开集，由于映射 f: X→Y为同胚，则 f － 1 : Y→X 也是同胚，因而 f － 1 : Y→X 是连续

映射．对 X的任意开集 U，有( f － 1 ) － 1 ( U) ) = f( U) 为 Y中的开集，从而 f: X→Y为一个开映射．
定理 3 设 X和 Y是两个拓扑空间，映射 f: X→Y为一一映射，若 f为连续的开映射，则 f: X→Y为同胚．
证明 欲证明 f: X→Y 为同胚，由已知条件，只需证明 f － 1 : Y→X 连续即可．对 X 中的任意开集 U 有( f

－ 1 ) － 1 ( U) ) = f( U) ．由于 f为开映射，故 f( U) 为 Y中的开集，从而说明 f － 1 : Y→X连续．
这样由定理 2 和定理 3 即有如下的结论: X和 Y是两个拓扑空间，f: X→Y为同胚的充要条件是 f为一一

的连续开映射．
下面给出开映射的一个重要性质．
定理 4 设 X，Y和 Z是拓扑空间，映射 f: X→Y和 g: Y→Z都为开映射，则 g  f: X→Z也为开映射．
证明 设 W为 Z中的任意开集，由 f: X→Y 为开映射有 f( U) 为 Y 中的开集，再由 g: Y→Z 为开映射得



g( f( u) ) 为 Z中的开集．而 g  f( u) = g( f( U) ) ，所以 g  f( u) 为 Z 中的开集，这就证明了 g  f: X→Z 为开
映射．
定义 4［2］ 一个拓扑空间如果有一个可数基( 在它的每一点处有一个可数邻域基) ，则称这个拓扑空间

是满足第二可数性公理的空间( 满足第一可数性公理的空间) ．
引理 1［1］ 设 X和 Y是两个拓扑空间，f: X→Y是一个满的连续开映射，如果 X满足第二可数性公理( 满

足第一可数性公理) ，则 Y也满足第二可数性公理( 满足第一可数性公理) ．
定理 5 设 X = X1 × X2 ×… × Xn 是 n≥1 个拓扑空间 X1，X2，…，Xn 的积空间，如果 X满足第二可数性公

理( 满足第一可数性公理) ，则 Xi ( i = 1，2，…，n) 也满足第二可数性公理( 满足第一可数性公理) ．
证明 考虑积空间 X到第 i个坐标空间的自然投射 Pi : X→Xi ( i = 1，2，…，n) ，由于 Pi : X→Xi 是一个满

的连续开映射( 其中 i = 1，2，…，n) ，再结合引理 1，定理结论成立．
定义 5［3］ 设( X，T) 是一个拓扑空间，Y是一个集合，f: X→Y是一个满射． Y的拓扑 T1 = { UY | f － 1 ( U)

∈T} ，称为 Y的相对于满射 f而言的商拓扑．
引理 2［4］ 设 X和 Y是两个拓扑空间，f: X→Y是一个满的连续开映射，则 Y的拓扑是相对于满射 f而言

的商拓扑．
定理 6 设 X = X1 × X2 ×… × Xn 是 n≥1 个拓扑空间 X1，X2，…，Xn 的积空间，Pi : X→Xi 为 X 到它的第 i

个坐标空间 Xi 的自然投射，则 Xi 的拓扑是相对于满射 Pi 而言的商拓扑，其中 i = 1，2，…，n．
证明 由引理 2 定理结论自然成立．
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Abstract: Open mapping is a concept in point set topology and it plays a very important role in the study of
topological spaces． So it is significant to reserch the open mapping． In this paper，some properties and theorems
about open mapping are discussed by using conclusions related to open mapping，for example，the reletionship
between open mapping and homeomorphism and so on．
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