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摘 要:利用凸函数的性质并通过积分公式给出一些积分不等式，对两类完全椭圆积分的值进行了估

计，并特别讨论了一个特殊椭圆积分 ∫
1

0

dx
4 － x2 － x槡 3

的上界和下界，改进了有关文献的结果．
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完全椭圆积分在力学、电磁学等学科中的应用广泛，因此对椭圆积分的讨论特别是其值的估计，显得尤

为重要
［1，2］． 此处将对两第一、第二类完全椭圆积分进行估值讨论．

第一类、第二类椭圆积分如下式给出:

E( t) = ∫
π
2

0

1 － t2 sin2槡 θdθ ( 1)

F( t) = ∫
π
2

0

dθ
1 － t2 sin2槡 θ

( 2)

当然，式( 1) ( 2) 也可以表示为:

E( a，b) = ∫
π
2

0

a2cos2θ + b2 sin2槡 θdθ ( 3)

F( a，b) = ∫
π
2

0

dθ
a2cos2θ + b2 sin2槡 θ

( 4)

对于积分( 2) ( 4) ，在 | t | ＜ 1 时，因为 θ→π2 时，被积函数是
1
2 阶的无穷大，因此他们是收敛的． 若 b ＞ a ＞ 0，则

E( a，b) = bE 1 － a( )b槡( )2
，E( 1 － t槡 2，1) = E( t) ． 同理，有 F( a，b) = 1

b F 1 － a( )b槡( )2
，F( 1 － t槡 2，1) = F( t) ．

1 几个结果及证明

界定 F( t) 和 E( a，b) 的值． 首先给出所获得的几个结果．

定理 1 若 0 ＜ t ＜ 1，有
π
2 + 1

2t ln
1 + t
1 － t － 1≤F( t) ≤π2 + 1

槡t
arctant + ln ( 1 + t)

1 －( )t － 2．

定理 2 若 0 ＜ a ＜ b，有
( a + b) π

4 ≤E( a，b) ≤π b
3 + a( )6 ．



定理 3 若 0 ＜ b ＜ a，有
2
π
E( a，b) － a + b

2 ≤ 1
π

1 － 2( )π ( a － b) ．

在给出这些证明之前，先给出一些引理．

引理 1 若 f( x) 在［0，1］上连续，则 ∫
π
2

0

f( sinθ) dθ = ∫
π
2

0

f( cosθ) dθ ．

证明 利用换元法 θ = π2 － t，即可得到该结论．

引理 2 | t | ＜ 1 时，Σ
∞

k = 0

t2k
2k + 1 =

1
2t ln

1 + t
1 － t t≠ 0

1 t =
{

0
．

引理 3 | t | ＜ 1 时，Σ
∞

k = 0

t2k
4k + 1 =

1
2槡t

arctant + ln 1 + t
1( )－ t

t≠ 0

1 t =
{

0
．

证明 利用一致收敛幂级数的基本性质，即可得引理 2，3．
引理 4 ［3］

设函数 f( x) 在［a，b］上连续，在 ( a，b) 上可微． 若 f ( x) 不恒为常数，且在 ( a，b) 内有 m≤

f'( x) ≤M，那么
1

b － a∫
b

a

f( x) dx － f( a) + f( b)
2

≤
［M － L0］［L0 － m］

2( M － m)
，其中 L0 = f( b) － f( a)

b － a ．

下面给出以上几个结果的证明．

定理 1 的证明 由于 ( 1 + x) α = 1 +Σ
∞

k =1

α( α － 1)…( α － k + 1)
k!

xk，－ 1 ＜ x ＜ 1． 令 x = － t2sin2θ，α = － 1
2 ，

则有( 1 － t2 sin2θ) － 1
2 = 1 + Σ

∞

k = 1

1
22k

( 2k) !
( k! ) 2 t

2ksin2kθ． 所以:

F( t) = ∫
π
2

0

dθ
1 － t2 sin2槡 θ

= ∫
π
2

0

［1 + Σ
∞

k = 1

1
22k

( 2k) !
( k! ) 2 t

2ksin2kθ］dθ = π2 + π2 Σ
∞

k = 1

t2k

42k ( C
k
2k )

2

又因为
4k

π k +( )槡
1
2

＜ Ck
2k ＜ 4k

π k +( )槡
1
4

，根据引理 3，4 可知: π2 + 1
2t ln

1 + t
1 － t － 1≤F ( t ) ≤ π2 + 1

槡t

arctant + ln ( 1 + t)
1 －( )t － 2．

定理 2 的证明 在 0，π[ ]2 中考察函数: 1 + t2cos2槡 θ － 1 + t槡 2 + 4
π2 ( 1 + t槡 2 － 1) θ2 － αθ π2 －( )θ 的单调

性以及凸性，可得:

1 + t槡 2 － 4
π2 ( 1 + t槡 2 － 1) θ2 － 4( 1 + t槡 2 － 1)

π2 θ π
2 －( )θ ≤

1 + t2cos2槡 θ≤ 1 + t槡 2 － 4
π2 ( 1 + t槡 2 － 1) θ2 ( 5)

令 t2 + 1 = b2

a2 ，则:

1 + t2cos2槡 θ = 1
a a2 sin2θ + b2cos2槡 θ ( 6)

根据引理 1 以及式( 6) ，可得:

∫
π
2

0

a2 sin2θ + b2cos2槡 θdθ = ∫
π
2

0

b2 sin2θ + a2cos2槡 θdθ，E( a，b) = a∫
π
2

0

1 + t2cos2槡 θdθ

在 0，π[ ]2 上，对上面不等式( 5) 两边积分，则得
a + b
4 π≤E( a，b) ≤π3 b + π6 a．

定理 3 的证明 令 f ( θ ) = a2 sin2θ + b2cos2槡 θ，则 f' ( θ ) = ( a2 － b2 ) sinθcosθ
a2 sin2θ + b2cos2槡 θ

，f″ ( θ ) =
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( a2 － b2 ) cos4θ( b2 － a2 tan4θ)

( a2 sin2θ + b2cos2θ)
3
2

． 令 f″( θ) = 0，则得到 θ = arctan b
槡a ，所以 f'( θ) 在唯一点 θ = arctan b

槡a 处获得

最大值 M = a － b． 而 lim
θ→0 +

f'( θ) = lim
θ→0 +

( a2 － b2 ) sinθcosθ
a2 sin2θ + b2cos2槡 θ

= lim
θ→π2

－
f'( θ) = 0，故 f'( θ) 的最小值 m = 0． 由前面的引

理 1 可知
2
π
E( a，b) － a + b

2 ≤ 1
π

1 － 2( )π ( a － b) ．

2 几点注记

1) 若 b ＞ a，从积分中值定理
［1］

可得
π
2 a≤∫

π
2

0

a2cos2θ + b2 sin2槡 θdθ≤ π2 b，此处结果的两端均比之要强．

2) 文献［2］中获得不等式
π
6 ( 2a + b) ≤∫

π
2

0

a2cos2θ + b2 sin2槡 θdθ≤ π6 ( a + 2b) ，只要 b ＞ a 时，定理2 所

获得结果比该不等式的左边更强．

3) 在文献［5］中讨论了椭圆了积分 ∫
1

0

dx
4 － x2 － x槡 3

，并得到下界估值
3
10 + 27

160槡2． 根据∫
1

0

dx
4 － x2 － x槡 3

＞

1
2 ∫

1

0

dx

1 － x2

槡 4

= 1
2 ∫
π
2

0

dθ

1 － 1
4 sin2

槡 θ
，并利用定理1 的结论，可得∫

1

0

dx
4 － x2 － x槡 3

＞ π4 + 1
2 ln3 － 1

2 ，该结果比

文献［3］的结果更强．
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Some Appraisements on Complete Elliptic Integral
of the First and the Second Kinds

TANG Yan
( School of Mathematics and Statistics，Chongqing Technology and Business University，Chongqing 400067，China)

Abstract: By using the characteristics of convex function and integral formula，some integral inequalities are
given，the value of complete elliptic integral of the first kind and the second kind is estimated，the upper and lower

bound of a special elliptic integral ∫
1

0

dx
4 － x2 － x槡 3

is discussed and the related literature results are improved．
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