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摘 要:研究了 一类不确定非线性系统的输出反馈全局有限时间稳定问题，该系统的线性化是不可测

的． 通过加幂积分仪技术和特殊的观测器，精确地设计了输出反馈控制器，实现了系统的有限时间内的稳定．
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1 系统的描述

考虑如下不确定非线性系统的全局有限时间稳定性问题:
x1 = xr

2 + φ1 ( t，x，u)

x2 = d( t，x1，x2，u) u + φ2 ( t，x，u)

y( t) = x1 ( t
{

)

( 1)

其中 φi，i = 1，2，是 C0
函数，且 φi ( 0) = 0，0 ＜ r ＜ 1 是奇整数率．

在非线性控制领域，全局输出反馈稳定是最基本最具挑战性的问题之一，很多学者致力于输出反馈问

题并取得了成果． 在文献［1］中，由于线性化的不可观测性，不能使用传统的 Luenberger 观测器． 后来基于加

幂积分仪技术的使用，文献［2］［3］设计了一个全局光滑状态反馈控制律． 为了解决不可观测线性化问题，文

献［4］［5］用一个新的观测器来估计不可测状态．
非线性系统有限时间输出反馈稳定意义重大，它使得收敛的速度更快，而且对不确定的系统具有很好的鲁

棒性
［1］; 与状态反馈

［6］
相比，有限时间输出反馈稳定的研究成果相对较少; 在文献［7］中，平面系统引入了一

维连续观测器． 有不少文献研究了状态指数为 p 的系统，下面来考虑系统( 1) 的有限时间输出反馈问题．

2 问题的提出与引理

此处的目的是找出动态输出反馈控制器，形如:
z = η( z，y)

u = u( z，y{ )
z∈ R ( 2)

使得闭环系统( 1) 和( 2) 是全局稳定的，同时所有轨迹将在有限时间内趋于原点( x，z) = ( 0，0) ．
下面的类李亚普诺夫定理普遍应用于非线性系统有限时间稳定．
定理 1 对于连续系统 x( t) = f( x( t) ) ，若存在 C1

正定函数 V: Rn→R，实数 k ＞ 0 和 α∈( 0，1) 满足 V +
kVα 是半负定的，那么原点是一个全局有限时间稳定的平衡点． 下面引入 3 个引理，这些引理是得出系统( 1)



有限时间输出稳定的基础．
引理 2 设 0 ＜ r ＜ 1 是奇整数率，有 | ar － br |≤21 － r | a － b | r，a∈R，b∈R 成立．
引理 3 设 n 和 m 是两个正实数，a≥0，b≥0，π≥0 是连续函数，对任意常数 c≥0 有 anbmπ≤cam + n +

m
m + n

n
c( m + n[ ])

n
m
bm + nπ

n + m
m ．

引理 4 设实数 0 ＜ r ＜ 1 是奇整数率，对任意的 0 ＜ τ ＜ 1 和 t，有 tr + ( 1 － t) r + τ2 t1 + r≥( 2 r － 1) τ1 － r ．

3 全局有限时间输出反馈稳定

为了使系统( 1) 稳定，对不确定部分给出适当假设限定．
假设 1 0 ＜ r ＜ 1 满足对所有的 x1，x2∈R，有:

| φ1 ( t，x，u) |≤| x1 |
rθ1 ( x1 )

| φ2 ( t，x，u) |≤ ( | x1 |
r + | x2 |

r ) θ2 ( x1
{ )

( 3)

其中 θ1 ( x1 ) ≥0，θ2 ( x1 ) ≥0 是光滑函数．
假设 2 μ( x1 ) ，ν( x1 ) 是两个光滑函数，满足 0 ＜ μ( x1 ) ＜ d( t，x1，x2，u) ＜ ν( x1 ) ．
在上面的假设基础上，提出主要结论:

定理 2 在假设 1 下，有一输出反馈控制器，形如下:

z = ν( x1 ) u( x1，( z + L( x1 ) ) ) －
L( x1 )
x1

( ( z + L( x1 ) ) ) r + φ1 ( t，x，u)

u = u( x1，( z + L( x1
{

) ) )

( 4)

其中 L( x1 ) 是 C1
非线性函数且有

L( x1 )
x1

≥0，L( 0) = 0，使得闭环系统( 1) -( 4) 是全局有限时间稳定的．

证明 为了证明这个结论，首先设计了一个有限时间状态反馈控制器，然后由于系统的不可控、不可观

测性构造了一维观测器，最后通过选择观测器中的待定量来保证闭环系统的有限时间稳定．
( A) 状态反馈器设计．

( i) 构建李雅普诺夫函数 V1 =
x21
2 ，由假设 1 得 V1≤ － 2x1 + r

1 + x1 ( x1 + r
2 － x* ( 1 + r)

2 ) ≤ － 2x1 + r
1 + x1 ( x1 + r

2 －

x* ( 1 + r)
2 ) ，虚拟控制:

x* r
2 = － xr

1ω( x1 ) ，ω( x1 ) = 2 + θ1 ( 5)

( ii) 构建李雅普诺夫函数 V2 ( x1，x2 ) = V1 ( x1 ) + 1
2 ( x2 － x*2 ) 2，对 V2 微分得 V2≤ － 2x1 + r

1 + x1 | x
r
2 － x* r

2 | +

( xr
2 － x* r

2 ) ( du + φ2 －
x*2
x1

( xr
2 + φ1 ) ) ． 由引理 1，有:

| xr
2 － x* r

2 |≤ 21－r | x2 － x*2 | r ( 6)

由式( 6) 和假设 1 可以推出: V2≤ － 2x1 + r
1 + 21 － rx1 | x2 － x*2 | r + ν( x1 ) ξ2u + ξ2 ( | xr

1 | － | xr
2 | ) ( x1 ) ． 光滑函数

( x1 ) ≥θ2 ( x1 ) +
x*2
x1

( 1 + θ1 ( x1 ) ) ≥0 且 ξ2 = x2 － x*2 ．

因为 | xr
2 | = | x2 － x*2 + x*2 | r≤ | x2 － x*2 | + | x*2 |，可以得到: V2≤ － 2x1 + r

1 + 21 － r x1 | ξ2 |
r + v( x1 ) ξ2u +

ξ2 | x
r
1 |( x1 ) + | ξr + 12 |( x1 ) + ξ2 | x

r
1 |ω( x1 ) ( x1 ) ．

由引理 2，得: V2≤ － x1 + r
1 + v( x1 ) ξ2u + ξr + 12 ζ( x1 ) ，取:

u = － ξr2
1 + ζ( x1 )
ν( x1 )

= － ξr2κ( x1 ) ( 7)

V2 | u = u( x1，x2) ≤－ x1+r1 － ξr+12 ( 8)

( B) 非线性观测器的设计．
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建立一维补偿器如下:

z = v( x1 ) u －
αL( x1 )
αx1

［( z + L( x1 ) ) r + φ1 ( x1 ) ］ ( 9)

其中 L( x1 ) 是一非线性函数且有
αL( x1 )
αx1

＞ 0，设 e = x2 － L( x1 ) － z，那么:

e = du + φ2 ( x1 ) － ( xr
2 + φ1 ( x1 ) ) － v( x1 ) u +

αL( x1 )
αx1

［( z + L( x1 ) ) r + φ1 ( x1) ］≤

φ2 ( x1 ) －
αL( x1 )
αx1

［xr
2 － ( z + L( x1 ) ) r］ ( 10)

V3 ( e) = e2
2 ，则 V3 ( e) = eφ2 ( x1 ) － eσ( x1) ［xr

2 + ( e － x2 ) r］ ( 11)

其中
αL( x1 )
αx1

= σ( x1 ) ＞ 1．

对式( 11) 应用引理 3． 当 e≠0 时，将 t =
x2
e ，r = r，τ = σ － 2

3 代入引理 3，得:

eσ( x1) ［xr
2 + ( e － x2 ) r］+ σ －1 /3x1+r2 ≥ ( 2 r － 1) σ1－ ( 2 /3) r e1+r ( 12)

当 e = 0 时，式( 11) 显然成立． 将式( 6) ( 12) 和引理 3 用于式( 11) 得到:

V3 ( e) ≤eφ2 ( x1 ) + σ － 1
3 x1+r2 － ( 2 r － 1) σ1－ 2

3 r e1+r ≤

eθ2 | xr
1 | + α2 ( x1 ) e | xr

1 | + α1 ( x1 ) e | ξ2 |
r + σ － 1

3 c1 | ξ2 |
1+r +

σ － 1
3 b1 ( x1 ) | x1 |

1+r － ( 2 r － 1) σ1－ 2
3 r e1+r ≤

1
3 x1 + r

1 + b2 ( x1 ) e1 + r + 1
2 ξ1 + r

2 + b3 ( x1 ) e1 + r + σ － 1
3 c1 | ξ2 |

1 + r +

σ － 1
3 b1 ( x1 ) | x1 |

1 + r － ( 2 r － 1) σ1－ 2
3 r e1 + r =

1
3 + σ － 1

3 b1 ( x1( )) x1 + r
1 + ( b2 ( x1 ) + b3 ( x1 ) － ( 2 r － 1) σ1－ 2

3 r ) e1 + r +

1
2 + σ － 1

3 c( )1 ξ1 + r
2

( 13)

bi ( x1 ) ，i = 1，2，3 是光滑函数，c1 是非负常数．
( C) L( x1 ) 的确定．
因为状态 x2 是不可测的，状态反馈控制器( 7) 是不能直接实现的． 为了实现系统的稳定，用 z + L( x1 ) 代

替式( 7) 中的 x2，这样就有:

u = u( x1，x̂2 ) = － ( x̂2 － x*2 ) rκ( x1 ) = － ( ξ2 － e) rκ( x1 ) ( 14)

在新的控制器下，式( 8) 变为:

V2 | u = u( x1，̂x2) ≤－ x1+r1 － ξr+12 + V
x2

( u( x1，̂x2 ) － u( x1，x2 ) ) = － x1+r1 － ξ1+r2 + ξ2［ξ
r
2 － ( ξ2 － e) r］ ( 15)

由引理 1 和 2:

V2 | u = u( x1，̂x2) ≤－ x1+r1 － ξr+12 + 21－rξ2 | e | rκ( x1 ) = － x1 + r
1 － ξr + 1

2 + 1
4 ξ1 + r

2 + b4 ( x1 ) | e | 1 + r ( 16)

b4 ( x1 ) ≥0 是光滑函数．

由式( 13) 和( 16) 可得: V2 | u = u( x1，̂x2) + V3 ( e) ≤ － 2
3 － σ － 1

3 b1 ( x1( )) x1 + r
1 － ( ( 2 r － 1) σ1 － 2

3 r b2 ( x1 ) － b3 ( x1 )

－ b4 ( x1 ) ) e1 + r － 1
4 － σ － 1

3 c( )1 ξ1 + r
2 ，当 σ( x1 ) 满足

3
槡σ≥max( 2b1，12c1，1 ) ，( 2 r － 1 ) σ1 － 2

3 r≥b2 + b3 + b4 +
1
6 ，

可以得到:
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V2 | u = u( x1，̂x2) + V3 ( e) ≤－ 1
6 ( x1+r1 + ξ1+r2 + e1+r ) ( 17)

因此:

x1+r1 + ξ1+r2 + e1+r ≥( x21 + ξ22 )
1+r
2 + ( e2 )

1+r
2 ≥ c2 ( V

1 + r
2

2 + V
1 + r
2

3 ) ≥ c2 ( V
2
+ V3 )

1 + r
2 ( 18)

c2 ＞ 0 是正常数． 由式( 17) 可以得到 V2 + V3 +
c2
6 ( V2 + V3 )

1 + r
2 ≤0． 由定理 1 知，闭环系统( 1) ( 2) 和( 4) 是全局

有限时间稳定的．

4 小 结

考虑了一类非线性系统的全局有限时间稳定问题，由于该系统的不可控、不可观测性，使得稳定问题变

得复杂． 通过状态反馈与精确的一维补偿器的设计，实现了系统的有限时间输出稳定．
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Global Finite-Time Stabilization for Nonlinear Systems

LI Bao-ping1 ，JIANG Li-min2
( 1． School of Mathematics and Sciences，Anhui University，Hefei 230039;

2． School of Mathematics and Information Science，Henan Normal University，Henan Xinxiang 453000，China)

Abstract: This paper studies the problem of global finite-time stabilization of output feedback of a class of
uncertain nonlinear system and the linearization of this system is not observable． By extending the adding-a-power-
integration technique and a special observer，an output feedback controller is accurately designed and the
stabilization of this system in finite time is realized．

Key words: uncertain nonlinear system; stabilization in finite time; nonsmooth output feedback control
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