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摘 要:引入 Wω( f) -弱极限点的概念，使得 ω( f) Wω( f) ，并研究了 f 在 I 上为 SS 混沌的充分条件，从

而推广了 SS 混沌与回复点的研究范围．
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混沌的研究开始于混沌现象的发现，所谓混沌现象就是指动力系统中出现的貌似不规则的运动． 对于

“混沌的本质是什么”这一问题，人们从多个角度得到了若干充分和必要条件
［1-4］，但还有很多不完善的地

方． 在动力系统复杂性的研究中，Li-Yorke 混沌与 SS 混沌受到普遍关注，其中 SS 混沌除了具有对初值敏感

依赖性外，还带有统计规律，也就是说，SS 混沌是概率方法与混沌研究相结合的新应用． 廖公夫等在文献［5］
中构造了 Li-Yorke 混沌但不是 SS 混沌的例子，王宏仁等在文献［6］中给出了 σ 在极限点集 ω( σ) 上是 Li-
Yorke 混沌的例子． 赵勇在文献［7］中研究了 Li-Yorke 混沌映射下周期点集的性质． 为了更好的研究 SS 混

沌，此处构造 Wω( f) -弱极限点，并研究它与 SS 混沌的关系．

1 相关概念与引理

文中周期点集 P( f) 和极限点集 ω( f) 如常定义，下面引入 Wω( f) -弱极限点的概念．
定义 1 设( X，d) 为紧致度量空间，f: X→X 连续． 对于 x∈X，如果存在 y∈X，对任意 ε ＞ 0，Nε ＞ 0，

n≥1，#( { i: f i ( x) ∈V( y，ε) ，0≤i ＜ nNε} ) ≥n，则称 y 为 x 的弱极限点，x 的全体弱极限点记为 Wω( x，f) ，X
的所有弱极限点记作 Wω( f) = ∪

x∈X
Wω( x，f) ． 其中#( { ·} ) 表示集合的基数，V( y，ε) 表示球形邻域． 易见，

ω( f) Wω( f) ．
Li-Yorke 混沌的概念来自文献［8］，下面介绍 SS 混沌( 也称分布混沌) 的概念．
定义 2［9］

设( X，d) 是一个紧致的度量空间，f: X→X 连续，称 f 是 SS 混沌的，如果存在不可数集 DX，
使得对于任意 x，y∈D，x≠y，有:

( i) 存在 δ ＞ 0，使得 Fxy = lim inf
n→∞

1
n #{ i: d( f i ( x) ，f i ( y) ) ＜ δ，0≤i ＜ n} = 0;

( ii) 对任意 t ＞ 0，f *xy ( t，n) = lim sup
n→∞

1
n #{ i: d( f i ( x) ，f i ( y) ) ＜ t，0≤i ＜ n} = 1．

其中 χ［0，δ) 表示区间［0，δ) 上的特征函数，即当 z∈［0，δ) ，χ［0，δ) ( z) = 1，否则 χ［0，δ) ( z) = 0．

引理 1 y∈Wω( x，f) 当且仅当对ε ＞ 0，lim inf
n→∞

1
n #( { i: f i ( x) ∈V( y，ε) ，0≤i ＜ n} ) ＞ 0．

证明 设 y∈Wω( x，f) ，则对任意 ε ＞ 0，Nε ＞ 0，k≥1，#( { i: f i ( x) ∈V( y，ε) ，0≤i ＜ kNε } ) ≥k，取正

整数的递增序列 nk，使得 lim
k→∞

1
nk
#( { i: f i ( x) ∈V( y，ε) ，0≤i ＜ nk} ) 存在． 记 nk = kjNε + rj，kj≥0，0≤rj ＜ Nε，k =

1，2，…，有 lim
k→∞

1
nk
#( { i: f i ( x) ∈V( y，ε) ，0≤i ＜ nk } ) = lim

k→∞

1
kjNε + rj

#( { i: f i ( x) ∈V( y，ε) ，0≤i ＜ kjNε + rj } ) ≥



lim
k→∞

kj

kjNε + rj
= 1
Nε

＞ 0． 也就是ε ＞ 0，lim inf
n→∞

1
n #( { i: f i ( x) ∈V( y，ε) ，0≤i ＜ n} ) ＞ 0．

反证，设 yWω( x，f) ，则ε ＞ 0，对N ＞ 0，kj ＞ 0，j ＞ 0，有#( { i: f i ( x) ∈V( y，ε) ，0≤i ＜ kjN} ) ＜ kj，

因此，lim inf
n→∞

1
n #( { i: f i ( x) ∈V( y，ε) ，0≤i ＜ n} ) ≤lim

j→∞

1
kjN

#( { i: f i ( x) ∈V( y，ε) ，0≤i ＜ kjN} ) ≤
kj

kjN
= 1
N ． 由 N

的任意性，得lim inf
n→∞

1
n #( { i: f i ( x) ∈V( y，ε) ，0≤i ＜ n} ) = 0，矛盾． 即 y∈Wω( x，f) ． 证毕．

引理 2 Wω( x，f) 为闭集．
证明 设 yn→y，n→∞且 yn∈Wω( x，f) ，只要证 y∈Wω( x，f) ． 由 yn→y，则对 ε ＞ 0，N ＞ 0，n≥N 时，

yn∈V( y，ε) ，则 yN∈V( y，ε) ，则δ ＞ 0，V( yN，δ) V( y，ε) ． 由 yN∈Wω( x，f) ，则对 δ ＞ 0，Nδ ＞ 0，对n≥1，

有#( { i: f i ( x) ∈V( yN，δ) ，0≤i ＜ nNδ} ) ≥n，则#( { i: f i ( x) ∈V( y，ε) ，0≤i ＜ nNδ } ) ≥#( { i: f i ( x) ∈V( yN，δ) ，
0≤i ＜ nNδ} ) ≥n，所以 y∈Wω( x，f) ，则 Wω( x，f) 为闭集． 证毕．

引理 3 Wω( f) 为非空不变集，并且 Wω( f) Ω( f) ．
证明 由于 ω( f) Wω( f) 并且任意紧致度量空间中都有 ω( f) ≠Φ，则 Wω( f) ≠Φ，即 Wω( f) 为非空的．

要证 f( Wω( f) ) Wω( f) ，只要x∈X，f ( Wω ( x，f) ) Wω ( x，f) ． y∈Wω ( x，f) ，由 f 连续可得，ε ＞ 0，

δ ＞ 0，有 f( V( y，δ) ) V( f( y) ，ε) ． 由 y∈Wω( x，f) 及引理 1，则对 δ ＞ 0，nk→∞ 使得 lim
nk→∞

1
nk
#( { i: f i ( x) ∈

V( y，δ) ，0≤i ＜ nk} ) ＞ 0． 对满足上式的 i，f i + 1 ( x) = f( f i ( x) ) ∈f( V( y，δ) ) V( f( y) ，ε) ，则ε ＞ 0，nk→

∞，lim
nk→∞

1
nk
#( { i + 1: f i + 1 ( x) ∈V ( f ( y) ，ε) ，1≤ i ＜ nk + 1 } ) ＞ 0，所以 f ( y) ∈Wω ( x，f) ． 由 y 的任意性知，

f( Wω( x，f) ) Wω( x，f) ，由 x 的任意性知，f( Wω( f) ) Wω( f) ．
要证 Wω( f) Ω( f) ，只要y∈Wω( f) 有 y∈Ω( f) ，即x∈X，y∈Wω( x，f) 时，y∈Ω( f) ． 由 y∈Wω( x，f)

及引理 1，有:

ε ＞ 0，nk → ∞，lim
nk→∞

1
nk
#( { i: f i ( x) ∈ V( y，ε) ，1 ≤ i ＜ nk} ) ＞ 0 ( 1)

下面开始构造 xj 使得 j→∞，xj→y． 由式( 1) ，i∈［0，nk ) ，使 f i ( x) ∈V( y，ε) ，令最小的这样的 i 为 i1 且

令 f i1 ( x) = x1，则i∈［0，i1 ) ，f i ( x) V( y，ε) 但 x1∈V( y，ε) ;

由式( 1) ，i∈［0，nk ) －［0，i1 ) 使得 f i ( x) ∈V( y，ε) ，令最小的这样的 i 为 i2 且令 f i2 ( x) = x2，则i∈
［i1，i2 ) ，f i ( x) V( y，ε) 但 x1，x2∈V( y，ε) ;

由式( 1) ，i∈［0，nk ) －［0，i2 ) 使得 f i ( x) ∈V( y，ε) ，令最小的这样的 i 为 i3 且令 f i3 ( x) = x3，则i∈
［i2，i3 ) ，f i ( x) V( y，ε) 但 x1，x2，x3∈V( y，ε) ;

由式( 1) ，i∈［0，nk ) －［0，ij － 1 ) 使得 f i ( x) ∈V( y，ε) ，令最小的这样的 i 为 ij 且令 f ij ( x) = xj，则i∈
［ij － 1，ij ) ，f i ( x) V( y，ε) 但 x1，x2，x3，…，xj∈V( y，ε) ． 即当 j→∞，xj→y．

下面开始构造 nj 使得 nj→∞，f nj ( xj ) →y． 由 f i1 ( x) = x1，f i2 ( x) = x2，f i3 ( x) = x3，…，f ij ( x) = xj，则令 n1 =
i2 － i1，有 f n1 ( x1 ) = f n1 ( f i1 ( x) ) = f i2 － i1 + i1 ( x) = f i2 ( x) = x2∈V( y，ε) ;

令 n2 = i3 － i2，有 f n2 ( x2 ) = x3∈V( y，ε) ，…，令 nj = ij + 1 － ij，有 f nj ( xj ) = xj + 1∈V( y，ε) ，即 f n1 ( x1 ) ∈V( y，

ε) ，f n2 ( x2 ) ∈V( y，ε) ，…，f nj ( xj ) ∈V( y，ε) ，即nj ＞ 0 有 f nj ( xj ) ∈V( y，ε) ，则 nj→∞，f nj ( xj ) →y．
也就是，当 j→∞，xj→y 且nj→∞，f nj ( xj ) →y，则 y∈Ω( f) ． 由 x 的任意性知，Wω( f) Ω( f) ． 证毕．
引理 4 若 Wω( f) 仅含一点，则此点一定是不动点．
证明 设 Wω( f) = { y} ，由引理 3 知 Wω( f) 为不变集，则 f( y) ∈Wω( f) = { y} ，即 f( y) = y，故 y 为不动

点． 证毕．

引理 5［6］
设 x1，x2∈X，ε ＞ 0． 若存在 e∈X，使得对于 j = 1，2，有 lim

n→∞

1
n #{ i: f i ( xj ) V( e，ε) ，0≤i ＜ n} =

0，则 lim
n→∞

1
n #{ i: d( f i ( x1 ) ，f i ( x2 ) ) ＜ 2ε，0≤i ＜ n} = 1．

引理 6［10］
设 f: I→I 连续，则以下条件等价:

1) f 有非 2 方幂的周期点; 2) 存在闭区间 J，KI，以及某一个正整数 n ＞ 0 使得 f n ( J) ∩f n ( K) J∪K，

并且 J 与 K 最多有一个公共点．
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2 主要结论

定理 1 设连续映射 f: I→I 为 SS 混沌，S 为其 SS 混沌集，则x∈S，Wω( x，f) 至少包含 2 个点．
证明 反证法，假设 Wω( x，f) 为单点集． 从定义易见，SS 混沌蕴涵 Li-Yorke 混沌，则 S 为其 Li-Yorke 混

沌集，x∈S，ω( x，f) Wω( x，f) ，故 ω( x，f) 也为单点集． 这与文献［7］的命题 4 矛盾，因此假设错误，则x
∈S，Wω( x，f) 至少包含 2 个点． 证毕．

定理 2 设( X，d) 为紧致度量空间，若 f: X→X 为 SS 混沌的，则 Wω( f) 至少包含 2 个点．
证明 反证，假设 Wω( f) = { y} 为单点集．x1，x2∈X，ε ＞ 0，对任意 z∈X － V( y，ε) ，因为 zWω( f) ，

则存在 z 的开邻域 Vz∩V( y，ε) =Φ，使得对 j = 1，2，当 n→∞时，有
1
n #{ i: f i ( xj ) ∈Vz，0≤i ＜ n}→0，即

1
n #{ i:

f i ( xj ) V( y，ε) ，0≤i ＜ n}→0．

由于 X － V( y，ε) 为闭集且 X 为紧致的，则 X － V( y，ε) 为紧致的，由引理 5，lim
n→∞

1
n #{ i: d( f i ( x1 ) ，f i ( x2 ) ) ＜

2ε，0≤i ＜ n} = 1，则{ x1，x2 } 不是 f 的 SS 混沌点，由其任意性，f 不是 SS 混沌的，矛盾． 故假设错误，则Wω( f)
至少包含 2 个点． 证毕．

定理 3 设 f: I→I 连续，令 y∈Wω ( f) － P ( f) ，若存在 k1，k2，k3 ＞ 0 使得 f k3 ( y) ＜ T2 ＜ f k2 ( y) ＜ T1 ＜
f k1 ( y) ，且 T1，T2 为 f 的不动点，则 f 必有非 2 方幂周期点，即 f 在 I 上为 SS 混沌．

证明 由 y∈Wω( f) － P( f) ，则x∈I，x 不是周期点及最终周期点，使得 y∈Wω( x，f) ．

由 y∈Wω( x，f) 及引理 1，则ε ＞ 0，lim inf
n→∞

1
n #( { i: f i ( x) ∈V( y，ε) ，0≤i ＜ n} ) ＞ 0，所以nj→∞ ，使

lim
j→∞

1
nj
#( { i: f i ( x) ∈V( y，ε) ，0≤i ＜ nj} ) ＞ 0，则i∈［0，nj ) 使得 f i ( x) ∈V( y，ε) ． 其中 i，nj 与 ε 有依赖关系．

由 f 连续，则 f k1，f k2，f k3也连续，取 ε1 =
d( T1，f k1 ( y) )

2 ＞ 0，则δ1 ＞ 0 使 f i1 ( x) ∈V( y，δ1 ) ，有 d( f k1 + i1 ( x) ，

f k1 ( y) ) ＜ ε1，即 f k1 + i1 ( x) ∈V ( f k1 ( y) ，ε1 ) ; 取 ε2 = min
d( T2，f k2 ( y) )

2 ，
d( T1，f k1 ( y) ){ }2

＞ 0，则δ2 ＞ 0 使

f i2 ( x) ∈V( y，δ2 ) ，有 f k2 + i2 ( x) ∈V( f k2 ( y) ，ε2 ) ; 取 ε3 =
d( f k3 ( y) ，T2 )

2 ＞ 0，则δ3 ＞ 0 使 f i3 ( x) ∈V( y，δ3 ) ，有

f k3 + i3 ( x) ∈V( f k3 ( y) ，ε3 ) ．
f k1 + i1 ( x) ∈V( f k1 ( y) ，ε1 ) ，f k2 + i2 ( x) ∈V( f k2 ( y) ，ε2 ) ，f k3 + i3 ( x) ∈V( f k3 ( y) ，ε3 ) 且 T2 ＜ f k2 + i2 ( x) ＜ T1，则

m1 ＞ 0 使 d( f k2 + i2 + m1 ( x) ，f k1 ( y) ) ＜ ε1，即 f k2 + i2 + m1 ( x) ∈V( f k1 ( y) ，ε1 ) ;m3 ＞ 0 使 d( f k2 + i2 + m3 ( x) ，f k3 ( y) )

＜ ε3，即 f k2 + i2 + m3 ( x) ∈V( f k3 ( y) ，ε3 ) ，则 f m1( ［T2，f k2 + i2 ( x) ］) ［T2，f k2 + i2 + m1 ( x) ］［T2，T1］，f m3( ［f k2 + i2 ( x) ，

T1］) ［f k2 + i2 + m3 ( x) ，T1］［T2，T1］． 取 m = max { m1，m3 } ，如 m = m1，有 f m1( ［f k2 + i2 ( x) ，T1 ］)  f m1 －m3

( f m3( ［f k2 + i2 ( x) ，T
1
］) ) f m1 － m3( ［T2，T1 ］) ［T2，T1 ］，同理可证 m = m3 有 f m3( ［T2，f k2 + i2 ( x) ］) ［T2，

T1］，即m = max { m1，m3 } 时，有 f m( ［f k2 + i2 ( x) ，T1 ］) ［T2，T1 ］，f m( ［T2，f k2 + i2 ( x ) ］) ［T2，T1 ］，也就是

f m( ［T2，f k2 + i2 ( x) ］) ∩f m( ［f k2 + i2 ( x) ，T1］) ［T2，T1］［T2，f k2 + i2 ( x) ］∪［f k2 + i2 ( x) ，T1］．
令 J =［T2，f k2 + i2 ( x) ］，K =［f k2 + i2 ( x) ，T1 ］，则 J，K 为闭集且仅有一个公共点，m ＞ 0 使得 f m ( J) ∩

f m ( K) J∪K，由引理 6 知，f 必有非 2 方幂周期点，即 f 在 I 上为 SS 混沌． 证毕．
定理 4 设 f: I→I 连续，若 y∈Wω( f) － P( f) ，且m ＞ 0 使得 f m + 3 ( y) ＜ f m ( y) ＜ f m + 2 ( y) ＜ f m + 1 ( y) ，则 f

在 I 上为 SS 混沌．
证明 因为 f3( ［f m ( y) ，f m + 2 ( y) ］) f2 ( f( ［f m ( y) ，f m + 2 ( y) ］) ) f2( ［f m + 3 ( y) ，f m + 1 ( y) ］) f2( ［f m ( y) ，

f m + 2 ( y) ］)  f ( f( ［f m ( y) ，f m + 2 ( y) ］) )  f( ［f m + 3 ( y) ，f m + 1 ( y ) ］)  f( ［f m ( y ) ，f m + 2 ( y ) ］) ［f m + 3 ( y ) ，
f m + 1 ( y) ］，及 f 3( ［f m + 2 ( y ) ，f m + 1 ( y ) ］)  f 2 ( f( ［f m + 2 ( y ) ，f m + 1 ( y ) ］) )  f 2( ［f m + 3 ( y ) ，f m + 2 ( y ) ］) 
f 2( ［f m ( y) ，f m + 2 ( y) ］) f ( f( ［f m ( y ) ，f m + 2 ( y ) ］) )  f( ［f m + 3 ( y ) ，f m + 1 ( y ) ］)  f( ［f m ( y ) ，f m + 2 ( y ) ］) 
［f m + 3 ( y) ，f m + 1 ( y) ］．

又［f m ( y) ，f m + 2 ( y) ］与［f m + 2 ( y) ，f m + 1 ( y) ］只有一个不是周期点的公共点 f m + 2 ( y) ，令 J =［f m ( y) ，
f m + 2 ( y) ］，K =［f m + 2 ( y) ，f m + 1 ( y) ］，则 f 3 ( J) ∩f 3 ( K) ［f m + 3 ( y) ，f m + 1 ( y) ］J∪K，由引理 6，则 f 必有非 2
方幂的周期点，故 f 在 I 上为 SS 混沌． 证毕．
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同理可证下面的对称情况．
定理 5 设 f: I→I 连续，若 y∈Wω( f) － P( f) ，且m ＞ 0 使得 f m + 1 ( y) ＜ f m + 2 ( y) ＜ f m ( y) ＜ f m + 3 ( y) ，则 f

在 I 上为 SS 混沌．
定理 6 设 f: I→I 连续，若 y∈Wω( f) － P( f) ，且m ＞ 0 使得 f m + 3 ( y) ＜ f m + 2 ( y) ＜ f m ( y) ＜ f m + 1 ( y) ，则 f

在 I 上为 SS 混沌．
证明 由 f( ［f m ( y ) ，f m + 1 ( y ) ］) ［f m + 2 ( y ) ，f m + 1 ( y) ］［f m ( y ) ，f m + 1 ( y ) ］，故存在 T∈［f m ( y ) ，

f m + 1 ( y) ］使得 f( T ) = T． 又 f 2( ［f m + 2 ( y ) ，f m ( y ) ］) ∩ f 2( ［f m ( y ) ，T］)  f( ［f m + 3 ( y ) ，f m + 1］) ∩ f( ［T，
f m + 1 ( y) ］) f( ［f m + 2 ( y) ，f m ( y) ］) ∩f( ［T，f m + 1 ( y) ］) ［f m + 3 ( y) ，f m + 1 ( y) ］∩［f m + 2 ( y) ，T］［f m + 2 ( y) ，T］，
令 J =［f m + 2 ( y) ，f m ( y) ］，K =［f m ( y) ，T］，则 J，K 只有一个不是周期点的公共点 f m ( y) ，且 f 2 ( J) ∩f 2 ( K) 
［f m + 2 ( y) ，T］J∪K，则 f 必有非 2 方幂周期点，故 f 在 I 上为 SS 混沌． 证毕．

同理可证下面的对称情况．
定理 7 设 f: I→I 连续，若 y∈Wω( f) － P( f) ，且m ＞ 0 使得 f m + 1 ( y) ＜ f m ( y) ＜ f m + 2 ( y) ＜ f m + 3 ( y) ，则 f

在 I 上为 SS 混沌．
定理 8 设 f: I→I 连续，若 y∈Wω( f) － P( f) ，且m ＞ 0 使得 f m + 2 ( y) ＜ f m + 3 ( y) ＜ f m ( y) ＜ f m + 1 ( y) ，则 f

在 I 上为 SS 混沌．
证明 由 f( ［f m ( y ) ，f m + 1 ( y ) ］) ［f m + 2 ( y ) ，f m + 1 ( y) ］［f m ( y ) ，f m + 1 ( y ) ］，故存在 T∈［f m ( y ) ，

f m + 1 ( y) ］使得 f ( T ) = T． 又 f 2( ［f m ( y ) ，T］)  f( ［T，f m + 1 ( y ) ］) ［f m + 2 ( y ) ，T］［f m ( y ) ，T］，及

f 2( ［f m + 2 ( y) ，f m ( y) ］) f( ［f m + 3 ( y) ，f m + 1 ( y) ］) f( ［f m ( y) ，f m + 1 ( y) ］) ［f m + 2 ( y) ，f m + 1 ( y) ］［f m + 2 ( y) ，
T］［f m + 2 ( y) ，f m ( y) ］． 令 J =［f m + 2 ( y) ，f m ( y) ］，K =［f m ( y) ，T］，则 J，K 只有一个不是周期点的公共点

f m ( y) ，且 f 2 ( J) ∩f 2 ( K) ［f m + 2 ( y) ，T］J∪K，则 f 必有非 2 方幂周期点，故 f 在 I 上为 SS 混沌． 证毕．
同理可证下面的对称情况．
定理 9 设 f: I→I 连续，若 y∈Wω( f) － P( f) ，且m ＞ 0 使得 f m + 1 ( y) ＜ f m ( y) ＜ f m + 3 ( y) ＜ f m + 2 ( y) ，则 f

在 I 上为 SS 混沌．
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Weak Limit Points and SS Chaos

DENG Jin-hong
( College of Mathematical Science，Guangxi Normal University，Guangxi Guilin 541004，China)

Abstract: In this paper，the concept of Wω( f) -weak limit points is introduced so that ω( f) Wω( f) ，then
the sufficient condition of SS chaos of self-maps f on I =［0，1］is discussed． Consequently，the research area of SS
chaos and recurrent points is extended．
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