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摘 要:利用已有的积分第一中值定理的中值点的渐近性的一些结论，通过对中值点渐进性的研究，讨

论了含两个函数的二重积分中值定理中值点的渐近性，并得出类似于积分第一中值定理及其中值点渐近性

的结论．
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讨论积分中值定理中值点的渐近性的文献很多，文献［1］最早讨论第一中值定理，文献［2］讨论积分第
二中值定理的中值点渐近性，文献［3］总结了积分第一、二中值定理的中值点的渐近性，并得出了一些比文
献［1］更强的结果．文献［4］讨论了最简单的二重积分中值定理中值点的渐近性．
这些文献中，没有人讨论含两个函数的二重积分中值定理中值点的渐近性．此处就这方面进行了研究，

定义二重积分中值定理的正则中值点( ζx，ηy ) 并讨论它的渐近性．

1 积分中值点的渐近性

1． 1 一元积分中值点的渐近性
积分第一中值定理中值点的渐近线在文献［2］［3］［5］［6］［7］中已经给予了讨论，在这里先归纳一元函

数第一积分中值定理中值点 ζ渐近性的一些结论．
定理 1［7］ 设函数 g( x) 在区间［a，b］上可积且不变号; 对充分小的 δ ＞ 0 ( a + δ ＜ b) ，函数 g( x) 在［a，

a + δ］上连续，且 g( a) ≠0，函数 f( x) 在区间［a，b］上 n阶可导，f' + ( a) = f ″
+ ( a) = f ( 3)+ ( a) =… = f ( n － 1)+ ( a) =

0，f( n)+ ( a) ≠0，且 f( n) ( x) 在 x = a处连续; 则积分第一中值定理的 ζ，满足 lim
x→a + 0

ζ － a
x － a =

n 1
n槡+ 1，x∈( a，b) ．

定理 2［2］ 若 f( x) 在［a，b］上连续，lim
b→a

f( b) － f( a)
( b － a) q

= A( α ＞0) ，A≠0，实数 α ＞0，g( x) 在［a，b］上连续且不

变号，lim
b→a

g( b)
( b － a) p

= B≠0，实数 p ＞ －1，A和 B为实数，则( 1) 式中的中值点 ζ，满足lim
x→a

ζ － a
x － a =

q p + 1
p + q槡 + 1 ．

推论 1［7］ 若函数 f( x) 在［a，b］上连续，f' + ( a) 存在且 f' + ( a) ≠0; 函数 g( x) 在［a，b］上 m 阶导数，且
g( a) = g' + ( a) = g"

+ ( a) =… = g ( m － 1)
+ ( a) = 0，g

( m)
+ ( a) ≠0，并且 g ( m) ( x) 在 a 点连续，函数 g( x) 在［a，b］上

不变号，则第一积分中值定理中的中值点 ζ，满足 lim
x→a + 0

ζ － a
x － a = m + 1

m + 2，x∈( a，b) ．

特别地，得到积分第一中值定理中值点 ζ的渐近性的一个简单推论．
推论 2［2］ 若函数 f( x) 在［a，b］上有连续导数，g( x) 在［a，b］上连续且不变号，f'( a) ≠0，g( a) ≠0，则积

分第一中值定理的中值点 ζ满足lim
b→a

ζ － a
b － a = 1

2 ．



2 二元积分第二中值定理中值点的渐近性

在文献［2］［3］［8］中都对一元函数积分第二中值定理中值点的渐近性进行了讨论，而文献［4］［9］在文
献［2］［3］［8］的基础上对二重积分中值定理中值点的渐近性进行了讨论，并得到二重积分正则中值点( ζx，
ηy ) 的定义如下:

定义 1［4］ 设函数 f( x，y) 在区域 Dxy = { ( u，v) | a≤u≤x，b≤v≤y} 上连续，函数 g( x，y) 在 Dxy连续且不
变号，则至少存在一点( ζx，ηy ) ∈Dxy，使得:

Dxy
f( u，v) g( u，v) dudv = ∫

x

a
f( u，ηy ) ∫

y

b
g( u，v) dvdu =

∫
y

b
dv∫

x

a
f( u，ηy ) g( u，v) du = f( ζx，ηy ) ∫

y

b ∫
x

a
g( u，v) dudv

则称( ζx，ηy ) 为正则中值点．
定理 1 设 f( u，v) 在 Dxy = { ( u，v) | a≤u≤x，b≤v≤y} 上连续，g( u，v) 在 Dxy上连续且不变号，点( a，b)

为 Dxy的边界点( x，y) 的极限点，且limx→a

f( x，y) － f( a，y)
( x － a) α

= A( y) ，lim
y→b

f( x，y) － f( x，b)
( y － b) β

= B( x) ; 其中 α ＞ 0，β ＞

0，则中值点( ζx，ηy ) 有性质limx→a

ζx － a
x － a = 1

α 1 +槡 α
，lim

y→b

ηy － b
y － b = 1

β 1 +槡 β
．

证明 因为 Dxy
f( u，v) g( u，v) dσ是定义在矩形区域 Dxy = { ( u，v) | a≤ u≤ x，b≤ v≤ y} 上的二重积

分，所以Dxy
f( u，v) g( u，v) dudv = ∫

x

a
du∫

y

b
f( u，v) g( u，v) dv = ∫

y

b
dv∫

x

a
f( u，v) g( u，v) du 对于任一确定点 x( x ≠

a) ，y→ b，有
∫

x

a
du∫

y

b
f( u，v) g( u，v) dv － ∫

x

a
du∫

y

b
f( u，b) g( u，v) dv

( y － b) 1+β
的分子分母同时趋近于 0，即为 0

0 型．

由洛必达法可知:

lim
y→b

∫
x

a
du∫

y

b
f( u，v) g( u，v) dv － ∫

x

a
du∫

y

b
f( u，b) g( u，v) dv

( y － b) 1+β
=

lim
y→b

∫
x

a
［f( u，y) g( u，y) － f( u，b) g( u，y) ］du

( 1 + β) ( y － b) β
( 1)

又因为函数 f( u，v) ，g( u，v) 在矩形区域 Dxy = { ( u，v) | a≤u≤x，b≤v≤y} 上都连续，所以式子( 1 ) 中的积分
和极限可以交换次序，即:

lim
y→b

∫
x

a
du∫

y

b
f( u，v) g( u，v) dv － ∫

x

a
du∫

y

b
f( u，b) g( u，v) dv

( y － b) 1+β
=

lim
y→b

∫
x

a
［f( u，y) g( u，y) － f( u，b) g( u，y) ］du

( 1 + β) ( y － b) β
=

1
( 1 + β) ∫

x

a
lim
y→b

［f( u，y) － f( u，b) ］g( u，y)
( y － b) β

du = 1
( 1 + β) ∫

x

a
B( u) g( u，b) du

令 ∫
y

b
f( u，v) g( u，v) dv = f( u，ηy ) g( u，ηy ) 可导，则:

lim
y→b

∫
x

a
du∫

y

b
f( u，v) g( u，v) dv － ∫

x

a
du∫

y

b
f( u，b) g( u，v) dv

( y － b) ( 1 + β) =

lim
y→b

∫f( u，ηy ) － f( u，b) ］g( u，ηy ) ( y － b) du

( y － b) 1+β
= lim

y→b

∫
x

a
［f( u，ηy ) － f( u，b) ］g( u，ηy ) du

( y － b) β
=

551第 2 期 郭 辉，等: 二重积分中值点渐近性的讨论



lim
y→b∫

x

a

［f( u，ηy ) － f( u，b) ］g( u，ηy )

( ηy － b) β
( ηy － b)
( y － b( ))

β

du =

lim
y→b

［f( u，ηy ) － f( u，b) ］g( u，ηy )

( ηy － b) β
lim
y→b
(
( ηy － b)
( y － b) )

βdu = ∫
y

b
B( u) g( u，b) du lim

y→b

( ηy － b)
( y － b( ))

β

由上可得lim
y→b

ηy － b
y － b = 1
( 1 + β)

1
β
．

其中，B( u) = lim
y→b

f( u，ηy ) － f( u，b)
( ηy － b) β

．

另一方面，对于任一确定点 y( y≠b) ，x→a时，同理可得:

lim
x→a

∫
y

b
dv∫

x

a
f( u，v) g( u，v) du － ∫

y

b
dv∫

x

a
f( a，v) g( u，v) du

( x － a) 1+α
=

lim
x→a

∫
y

b
［f( x，v) － f( a，v) ］g( x，v) dv

( 1 + α) ( x － a) α
= 1
1 + α∫

y

b
A( v) g( a，v) dv

令 ∫
x

a
f( u，v) g( u，v) dv = f( ζx，v) g( ζx，v) ( x － a) ，则:

lim
x→a

∫
y

b
du∫

x

a
f( u，v) g( u，v) dv － ∫

y

b
du∫

x

a
f( a，v) g( u，v) dv

( x － a) 1 +  =

lim
x→a

∫
y

b
［f( ζx，v) － f( a，v) ］g( ζx，v) ( x － a) dv

( x － a) 1+α
= lim

x→a

∫
y

b
［f( ζx，v) － f( a，v) ］g( ζx，v) dv

( x － a) α

∫
y

b
lim
x→a

［f( ζx，v) － f( a，v) ］g( ζx，v)
( ζx － a) α

lim
x→a

( x － a)
( ζx － a( ))

α
dv = ∫

x

a
A( v) g( a，v) dv lim

x→a

( ζx － a)
( x － a( ))

α

则有 lim
x→a

ζx － a
x － a = 1
( 1 + α)

1
α
，其中 A( v) = lim

x→a

f( ζx，v) － f( a，v)
( ζx － a) α

．

3 结 论

对二重积分中值定理中值点的渐近性进行了讨论． 通过比较，二重积分中值定理中值点渐近性的一些
结论完全可以由一元函数中值点渐近性推广得到．此处二元函数中值点渐近性的一些简单结论是否可以推
广到多元函数中值点渐近性的讨论，有待进一步研究，但其方法很具有参考意义．
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发展，以便可以为社会提供更多更优良的劳动力，为社会创造更多社会财富，同时也为构建社会主义和谐社

会贡献力量。
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Modeling Analysis of the Impact of Chongqing’s Education on Economy

ZHANG Fang-ling
( School of Mathematics and Statistics，Chongqing Technology and Business University，

Chongqing 400067，China)

Abstract: By using input-output analysis method and comprehensive evaluation method， the impact of
Chongqing’s education on economy is analyzed． Firstly，this paper makes industry association influence analysis of
the impact of education on Chongqing’s economy by using influence coefficient and response coefficient calculated
from input-output table，then uses cost-benefit analysis method to analyze the economic benefit of Chongqing’s
education，and uses comprehensive evaluation model based on Analytic Hierarchy Process to make comprehensive
evaluation on the economic benefit of Chongqing’s education．

Key words: input-output analysis method; industry association influence; economic benefit analysis; Analytic
Hierarchy Process
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Discussion on Asymptotic Properties of Point of Mean Value of Double Integral

GUO Hui，TAN Yan
( School of Mathematics，Chongqing Normal University，Chongqing 401331，China)

Abstract: With the help of some research achievements of asymptotic properties of mean value point of the
first mean value theorem for integral and through studying asymptotic properties of mean value point，this paper
discusses asymptotic properties of point of mean value of the first mean value theorem for double integral of binary
function and gets a result that is similar to the first mean value theorem for integral and its asymptotic properties of
mean value point．

Key words: mean value theorem for integral; point of mean value; asymptotic properties
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