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摘 要: 利用 Guo-Krasnoselskii 不动点定理，讨论了一类具 P-Laplacian 的边值问题正解的存在性，得到

一些充分条件，扩充了以往文献的结果．
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考虑如下 BVP:

( φp ( u″) ) ' + λa( t) f( t，u( t) ，u'( t) ) = 0，0 ＜ t ＜ 1 ( 1)

u( t) = αu'( 0) ，u( 1) = βu( η) ，u″( 0) = 0 ( 2)

正解的存在性． 其中:

φp ( s) = | s | p－2 s，p ＞ 1，φq = φp
－1，1p + 1

q = 1，α ＞ 0，η∈ ( 0，1) ，βη∈ ( 0，1) ，λ ＞ 0

具 P-Laplacian 算子的微分方程的边值问题在诸多领域如非牛顿力学、弹性理论等中有广泛的应用． 近年

来，许多学者对此类 BVP 正解的存在性与多重性做了一系列的研究，并取得了一些成果，参见文献［1-6］． 文献
［2］中，作者借助 Guo-krasnoselskii 不动点定理及 Avery-Peterson 不动点定理研究了 BVP:

( φp ( u') ) ' + a( t) f( u，u') = 0，0 ＜ t ＜ 1
u( 0) = u'( 0) = u( 1) ={ 0

至少一个、两个或三个正解的存在性． 文献［3］与文献［4］中，作者利用 Avery-Peterson 不动点定理分别研究了:

( φp ( u') ) ' + a( t) f( t，u( t) ，u'( t) ) = 0，0 ＜ t ＜ 1 ( 3)

在多点边界条件:

u( 0) = Σ
n

i = 1
αiu( ξi ) ，u( 1) = Σ

n

i = 1
βiu( ξi ) ; u( 0) = Σ

n－2

i = 1
αiui ( ξi ) ，u'( 1) = Σ

n－2

i = 1
βiu'( ξi )

下多重正解的存在性． 文献［5］中，在方程( 3) 自治的情况下研究了其在边界条件:

αφp ( u( 0) ) － βφp ( u'( ξ) ) = 0，γφp ( u( 1) ) + δφp ( u'( η) ) = 0
下三个正解的存在性．

显然，上述文献及相关文献中讨论的往往是二阶情况，而对三阶的情况文献还比较少，尤其是对于方程
( 1) 中允许 a( t) ，f( t，u，v) 在 t = 0，t = 1 及 u = 0 处奇异的情况还未有涉及． 此处就是利用 Guo-Krasnoselskii
不动点定理讨论了式( 1) ( 2) 在上述情况下正解的存在性问题．

文中总假设以下条件成立:

( Η1 ) α ＞ 0，η∈( 0，1) ，βη∈( 0，1) ，Δ: = ( 1 － βη) + α( 1 － β) ＞ 0．
( Η2 ) a( t) ∈ C( ( 0，1) ，( 0，+ ∞ ) ) ，允许 a( t) 在 t = 0，t = 1 处奇异，a( t) ≠ 0，t ∈ ( 0，1) 且 0 ＜

∫
1

0
a( τ) dτ ＜ + ∞ ．

( Η3 ) f∈C( ［0，1］× ( 0，+ ∞ ) × R，［0，+ ∞ ) ) ，允许 f( t，u，v) 在 u = 0 处奇异．



1 预备知识

定义 1 设 E 是一个实 Banach 空间，如果 P 是 E 中某个非空凸闭子集，并且满足下面两个条件: ( 1) 若

x∈P，λ≥0，则 λx∈P; ( 2) x∈P，－ x∈P，则 x = 0． 则称 P 是 E 中的一个锥．
定理 1 设 X 是一个 Banach 空间，PX 是一个锥． 假设 Ω1，Ω2 是 X 中的两个有界开集，且 0∈Ω1，Ω1

Ω2，T: K∩( Ω2 \Ω1 ) →K 是全连续算子，使得( i) ‖Tu‖≤‖u‖，u∈K∩Ω1，‖Tu‖≥‖u‖，u∈K∩Ω2或

( ii) ‖Tu‖≥‖u‖，u∈K∩Ω1，‖Tu‖≤‖u‖，u∈K∩Ω2，则 T 在 K∩( Ω2 \Ω1 ) 中至少有一个不动点．

2 基本引理

令 Ε = C1 ( 0，1) ，定义范数‖u‖ = max
0≤t≤1

| u( t) | + max
0≤t≤1

| u'( t) |，则 Ε 按上述范数构成 Banach 空间． 在 Ε

上定义锥 Ρ = { u( t) : u( t) ≥0，u( t) 在( 0，1) 上是凹的} ．
引理 1 设 u∈Ρ，且满足式( 2) ，则存在常数 γ ＞ 0，使得max

0≤t≤1
| u( t) |≤γ max

0≤t≤1
| u'( t) | ．

引理 2 在条件( Η1 ) 下，若 h( t) ∈L1［0，1］，则 BVP:

u″( t) + h( t) = 0，0 ＜ t ＜ 1 ( 4)

u( 0) － αu'( 0) = 0，u( 1) － βu( η) = 0 ( 5)

有唯一解 u( t) = ∫
1

0
G( t，s) h( s) ds． 其中:

G( t，s) =

1
Δ

( s + α) ( ( 1 － t) + β( t － η) ) ，0 ≤ s≤ t≤ 1，0 ≤ s≤ η≤ 1

1
Δ

( ( s + α) ( 1 － t) + β( t － s) ( η + β) ) ，0 ≤ η≤ s≤ t≤ 1

1
Δ

( t + α) ( ( 1 － s) + β( s － η) ) ，0 ≤ t≤ s≤ η ＜ 1

1
Δ

( t + α) ( 1 － s) ，0 ＜ η≤ t≤ s≤













 1

注: 令 Ρ( t) = min t + β
1 + β

，1 －{ }t ，q( s) = 1
Δ

( s + α) ( 1 － s) ，则上述 Green 函数满足:

Ρ( t) G( s，s) ≤ G( t，s) ≤ q( s) ( 6)

易知 Ρ( t) 为 t 的函数，q( s) 为 s 的函数．
引理 3 设条件( Η1 ) － ( Η3 ) 成立，则 u( t) ∈C［0，1］∩C3 ( 0，1) 是式( 1) ( 2) 的一个解，当且仅当u( t) ∈

Ε 是积分方程:

u( t) = ∫
1

0
G( t，s) φq ( ∫

s

0
λa( τ) f( τ，u( τ) ，u'( τ) ) dτ) ds ( 7)

的一个解．
以上三个引理的证明从略．
对任意 u∈Ρ，定义算子 Τ: Ρ→Ε

( Τu) ( t) = ∫
1

0
G( t，s) φq ( ∫

s

0
λa( τ) f( τ，u( τ) ，u'( τ) ) dτ) ds ( 8)

引理 4 设条件( Η1 ) － ( Η3 ) 满足，则 Τ: Ρ→Ρ 是一个全连续算子．
证明 对u∈Ρ，由条件( Η1 ) － ( Η3 ) 及式( 8) 可知 Τu∈Ε，( Τu) ( t) ≥0，t∈［0，1］，且经过计算可知

( Τu) ″( t) ≤0，故 Τu 在区间［0，1］上是凹函数，故 Τ( Ρ) Ρ．
下证算子 Τ: Ρ→Ρ 是一个全连续算子．
设 D 是 Ρ 的任一有界集，则Μ ＞ 0，使得 D{ u∈Ρ: u≤Μ} ． 则可取 N = max

( t，u，v) ∈［0，1］×［0，Μ］×［－Μ，Μ］
f( t，
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u，v) ，从而对u∈D，有:

| ( Τu) ( t) | = ∫
1

0
G( t，s) φq ( ∫

s

0
λa( τ) f( τ，u( τ) ，u'( τ) ) dτ) ds ≤

∫
1

0
q( s) φq ( λN∫

s

0
a( τ) dτ) ds≤ ( λN)

1
Ρ－1φq ( ∫

1

0
a( τ) dτ) ∫

1

0
q( s) ds =

1
Δ

( α + 1
6 ) ( λN)

1
Ρ－1φq ( ∫

1

0
a( τ) dτ)

当 0 ＜ η≤t≤1 时，

| ( Τu) '( t) | = ∫
1

0

d
dtG( t，s) φq ( ∫

s

0
λa( τ) f( τ，u( τ) ，u'( τ) ) dτ) ds =

1
Δ

| ∫
η

0
( s + α) ( β － 1) φq ( ∫

s

0
λa( τ) f( τ，u( τ) ，u'( τ) ) dτ) ds +

∫
t

η
( β( η + α) － ( s + α) ) φq ( ∫

s

0
λa( τ) f( τ，u( τ) ，u'( τ) ) dτ) ds +

∫
1

t
( 1 － s) φq ( ∫

s

0
λa( τ) f( τ，u( τ) ，u'( τ) ) dτ) ds |≤

( λN)
1

Ρ－1

2Δ φq ( ∫
1

0
a( τ) dτ)

当 0≤t≤η≤1 时，

| ( Τu) '( t) | = ∫
1

0

d
dtG( t，s) φq ( ∫

s

0
λa( τ) f( τ，u( τ) ，u'( τ) ) dτ) ds =

1
Δ

| ∫
t

0
( s + α) ( β － 1) φq ( ∫

s

0
λa( τ) f( τ，u( τ) ，u'( τ) ) dτ) ds +

∫
η

t
( ( 1 － s) + β( s － η) ) φq ( ∫

s

0
λa( τ) f( τ，u( τ) ，u'( τ) ) dτ) ds +

∫
1

η
( 1 － s) φq ( ∫

s

0
λa( τ) f( τ，u( τ) ，u'( τ) ) dτ) ds |≤

1
Δ

1
2 + β) ( λN)

1
Ρ－1φq ( ∫

1

0
a( τ) d( )τ

| ( Τu) ″( t) | = － φq ( ∫
s

0
λa( τ) f( τ，u( τ) ，u'( τ) ) dτ) ≤ ( λN)

1
Ρ－1φq ( ∫

1

0
a( τ) dτ)

可知 Τ( Ρ) 是等度连续的，从而由 Ascoli-Arzela 定理可知 Τ( Ρ) 为列紧的． 再由 Lebesgue 控制收敛定理

知，Τ 是连续的． 因此 Τ: Ρ→Ρ 是全连续的．
证毕．

3 主要结论

记 f∞ = lim
( | u | + | v |→∞ )

inf min
0≤t≤1

f( t，u，v)
( | u | + | v | ) Ρ － 1，f 0 = lim

( | u | + | v | ) →0
sup max

0≤t≤1

f( t，u，v)
( | u | + | v | ) Ρ － 1，f0 = lim

( | u | + | v | ) →0
inf min

0≤t≤1

f( t，u，v)
( | u | + | v | ) Ρ － 1，f ∞ = lim

( | u | + | v | ) →∞
sup max

0≤t≤1

f( t，u，v)
( | u | + | v | ) Ρ － 1 ．

定理 2 在条件( H1 ) － ( H3 ) 下，当 f∞ ＞ 0，f 0 ＜ ∞ 时，如果 λ∈( a，b) ，那么式( 1 ) ( 2 ) 至少存在一个正

解，其中:

a = 1

γΡ－1 ( ∫
1

0
Ρ( t) G( s，s) φq ( ∫

s

0
a( τ) dτ) ds) Ρ－1 f∞

，b = 1

( ∫
1

0
q( s) φq ( ∫

s

0
a( τ) dτ) ds) Ρ－1 f 0

证明 ( I) 由 λ∈( a，b) 可知，ε ＞ 0，使得 aε≤λ≤bε，其中
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aε = 1

γΡ－1 ( ∫
1

0
Ρ( t) G( s，s) φq ( ∫

s

0
a( τ) dτ) ds) Ρ－1 ( f∞ － ε)

，bε = 1

( ∫
1

0
q( s) φq ( ∫

s

0
a( τ) dτ) ds) Ρ－1 ( f 0 + ε)

固定 ε，由 f 0 ＜ ∞可知Μ1 ＞ 0，使得对于 u: 0 ＜ | u | + | u' |≤Μ1，有:

f( t，u，u') ≤( f 0 + ε) ( | u | + | u' | ) Ρ － 1

令 Ω1 = { u∈Ε:‖u‖ ＜Μ1 } ． 显然对u∈Ρ，有‖Τu‖ = ( Τu) ( t) ． 则对u∈Ρ∩Ω1，有:

‖Τu‖ = ( Τu) ( t) = ∫
1

0
G( t，s) φq ( ∫

s

0
λa( τ) f( τ，u( τ) ，u'( τ) ) dτ) ds≤

∫
1

0
q( s) φq ( ∫

s

0
λa( τ) ( f 0 + ε) ( | u( τ) + u'( τ) | ) Ρ－1dτ) ds =

( λ( f 0 + ε) )
1

Ρ－1 ( | u | +| u' | ) ∫
1

0
q( s) φq ( ∫

s

0
a( τ) dτ) ds≤

( λ( f 0 + ε) )
1

Ρ－1‖u‖∫
1

0
q( s) φq ( ∫

s

0
a( τ) dτ) ds

( II) 由 f∞ ＞ 0 得，存在Μ̂2 ＞ 0，使得对u: | u | + | u' |≥Μ̂2 有 f( t，u，u') ≥( f∞ － ε) ( | u | + | u' | ) Ρ － 1 ．

取 Μ2 = max{ γΜ1，γ Μ̂2 } ，令 Ω2 = { u∈Ε:‖u‖ ＜Μ2 } ，对u∈Ρ∩Ω2，由引理 1 知: γ‖u‖≤‖u‖
+‖u'‖≤‖u‖，t∈［0，1］，故:

‖Τu‖ = ( Τu) ( t) = ∫
1

0
G( t，s) φq ( ∫

s

0
λa( τ) f( τ，u( τ) ，u'( τ) ) dτ) ds≥

∫
1

0
Ρ( t) G( s，s) φq ( ∫

s

0
λa( τ) ( f∞ － ε) ( | u( τ) | + | u'( τ) | ) Ρ－1dτ) ds≥

( λ( f∞ － ε) )
1

Ρ－1γ‖u‖∫
1

0
Ρ( t) G( s，s) φq ( ∫

s

0
a( τ) dτ) ds≥‖u‖

从而根据 Guo-Krasnoselskii 不动点定理，Τ 至少存在一个不动点 u* ∈Ρ∩( Ω2 \Ω1 ) ，且据( Τu* ) ″( t) ≤0 及

定义的 Ρ，Ω1，Ω2，可知 u* ( t) 是式( 1) ( 2) 的一个正解． 证毕

定理 3 在条件( Η1 ) － ( Η3 ) 下，当 f0 ＞ 0，f ∞ ＜ ∞ 时，如果 λ∈( c，d) ，那么式( 1 ) ( 2 ) 至少存在一个正

解，其中:

c = 1

γΡ－1 ( ∫
1

0
Ρ( t) G( s，s) φq ( ∫

s

0
a( τ) dτ) ds) Ρ－1 f0

，d = 1

2Ρ－1 ( ∫
1

0
q( s) φq ( ∫

s

0
a( τ) dτ) ds) Ρ－1 f ∞

证明 ( I) 由 λ∈( c，d) 可得ε ＞ 0，使得 cε≤λ≤dε，其中:

cε = 1

γΡ－1 ( ∫
1

0
Ρ( t) G( s，s) φq ( ∫

s

0
a( τ) dτ) ds) Ρ－1 ( f0 － ε)

dε = 1

2Ρ－1 ( ∫
1

0
q( s) φq ( ∫

s

0
a( τ) dτ) ds) Ρ－1 ( f ∞ + ε)

固定 ε，由 f0 ＞ 0 可知Μ1 ＞ 0，使得对u: 0≤ | u | + | u' |≤Μ1，f( t，u，u') ≥( f0 － ε) ( | u | + | u' | ) Ρ － 1，令Ω1 =
{ u∈Ε:‖u‖ ＜Μ1 } ，显然u∈Ρ∩Ω1，‖Τu‖ = ( Τu) ( t) ，由引理 1 知对u∈Ρ∩Ω1 时，有:

γ‖u‖≤| u | +| u' |≤‖u‖，t∈［0，1］

‖Τu‖ = ( Τu) ( t) = ∫
1

0
G( t，s) φq ( ∫

s

0
λa( τ) f( τ，u( τ) ，u'( τ) ) dτ) ds≥

∫
1

0
Ρ( t) G( s，s) φq ( ∫

s

0
λa( τ) ( f0 － ε) ( | u( τ) | + | u'( τ) | ) Ρ－1dτ) ds≥

( λ( f0 － ε) )
1

Ρ－1γ‖u‖∫
1

0
Ρ( t) G( s，s) φq ( ∫

s

0
a( τ) dτ) ds≥‖u‖

( II) 由 f ∞ ＜ ∞可知Μ̂2 ＞ 0，使 | u | + | u' |≥Μ̂2 有: f( t，u，u') ≤( f ∞ + ε) ( | u | + | u' | ) Ρ － 1 ． 分两种情况

讨论:
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情况 1 f 有界，即N ＞ 0，使得 f ( t，u，u') ≤N，对t∈［0，1］，0≤u≤ + ∞，u'∈R 成立． 取 Μ2 =

max{ γΜ1，( λN)
1

Ρ － 1 ∫ 1
0 q( s) φq ( ∫

s
0 a( τ) dτ) ds} ，且令 Ω2 = { u∈Ε:‖u‖ ＜Μ2 } ，当 u∈Ρ∩Ω2 时，有:

‖Τu‖ = ( Τu) ( t) = ∫
1

0
G( t，s) φq ( λa( τ) f( τ，u( τ) ，u'( τ) ) dτ) ds≤

( λN)
1

Ρ－1∫
1

0
q( s) φq ( ∫

s

0
a( τ) dτ) ds≤Μ2 = ‖u‖

情况 2 f 无界，易知Μ2 ＞ max Μ1，
Μ̂2{ }γ

，使得 f ( t，u，u') ≤ f ( t，Μ2，Μ2 ) 对t∈［0，1］，0≤ | u | +

| u' |≤Μ2，取 Ω2 = { u∈Ε:‖u‖ ＜Μ2 } ，对u∈Ρ∩Ω2，有:

‖Τu‖ = ( Τu) ( t) = ∫
1

0
G( t，s) φq ( ∫

s

0
λa( τ) f( τ，u( τ) ，u'( τ) ) dτ) ds≤

∫
1

0
q( s) φq ( ∫

s

0
λa( τ) f( τ，Μ2，Μ2 ) dτ) ds≤

( λ( f ∞ + ε) )
1

Ρ－12Μ2∫
1

0
q( s) φq ( ∫

s

0
a( τ) dτ) ds≤Μ2 = ‖u‖

从而根据 Guo-Krasnoselskii 不动点定理，Τ 至少存在一个不动点 u* ∈Ρ∩( 珚Ω2 \Ω1 ) ，且据( Τu* ) ″( t) ≤0 及

定义的 Ρ，Ω1，Ω2 可知，u* ( t) 是式( 1) ( 2) 的一个正解． 证毕
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Existence of Positive Solution of Third-order Boundary
Value Problem with P-Laplacian

WANG Feng，JIA Bao-rui，GUAN Fei
( School of Mathematics and Science，Anhui University，Hefei 230039，China)

Abstract: In this paper，by using Guo-Krasnoselskii fixed point theorem，we discuss the existence of positive
solutions for a class of boundary value problem with P-Laplacian and obtain some sufficient conditions which expand
the results of previous works．
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