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　　摘 　要 :对于某些 d,若 Q ( d)是 Euclid域 ,则在对应的 Euclid整环中算术基本定理成立 ,利用此来证明

不定方程 x
2

+ 11 = 4y
3 没有整数解.
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对于二次域 Q ( d)来说 ,在虚二次域中共有 5个 Euclid域 : d = - 1, - 2, - 3, - 7, - 11,在实二次域中

共有 16个 Euclid域 : d = 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73. 且当 d≡2, 3 (mod4 )时 , 1, d是 Q

( d)的一组整基 ,当 d≡1 (mod4)时 , 1, - 1 +
d

2
是 Q ( d)的一组整基.

定义 1　设 M 是整环 ,如果存在一个 M 的全体非零元素到自然数的集合的函数 d (η) ,使得对任意的α,β

∈M ,β≠0,一定有κ,γ∈M ,满足α=κβ+γ,这里γ= 0或γ≠0且有 d (γ) < d (β) ,那么 M 就称为 Euclid整环.

定义 2　Euclid整环对应的分式域叫做 Euclid域.

引理 1　设 M 是唯一分解整环 ,正整数 k≥2,以及α,β∈M , (α,β) = 1,那么 ,若αβ=γk
,γ∈M ,则有α=

ε1μ
k
;β=ε2ν

k
;μ,ν∈M;其中ε1 ,ε2 是 M 中的单位元素 ,并且ε1ε2 =εk

,ε为单位元素.

定理 1　不定方程 :

x
2

+ 11 = 4y
3
; 　x, y ∈ Z (1)

无整数解.

证明 　由于二次域 Q ( d)为 Euclid域 ,且仅有单位数 ±1,其中 1,
- 1 + - 11

2
是一组整基 ,从而 Q ( d)

中的整数形如
μ+ν - 11

2
的形式且μ≡ν(mod2) ,其中μ,ν∈Z.

由式 (1)得 :

x - - 11
2

x - - 11
2

= y
3
; x, y ∈ Z

令 d = x - - 11
2

,
x + - 11

2
,由 d

x + - 11
2

-
x - - 11

2
= - 11,且 - 11在 Q ( d)中是素数知 , d = 1或



- 11,若 d = - 11,则由 d

x + - 11
2

+
x - - 11

2
= x知 - 11

x
从而

N - 11
N

( x)即 11
x

2 ,从而 11
x

;并且由式

(1) 知
11
y

, 从而
112

x
2 ,

112

y
3 ; 由式 ( 1 ) 知

112

4y
3 - x

2
= 11, 矛盾 , 从而 d = 1. 由引理 1 知 x ± - 11

2
=

μ±ν - 11
2

3

; μ,ν∈Z,上式整理得 4 x ± - 11 = μ±ν - 11
3
,比较等式系数可得 :

4x =μ(μ2
- 33ν2 ) 4 =ν (2)

(3μ2
- 11ν2 ) (3)

　　由式 (3)知ν= ±1, ±2, ±4.

若ν= 1,由式 (2) (3)得 5 =μ2
,由于μ∈Z,不可能 ;

若ν= - 1,由 (2) (3)得 7 = 3μ2
,由于μ∈Z,不可能 ;

若ν= 2,由式 (2) (3)得 46 = 3μ2
,由于μ∈Z,不可能 ;

若ν= - 2,由式 (2) (3)得 14 =μ2
,由于μ∈Z,不可能 ;

若ν= 4,由式 (2) (3)得 59 =μ2
,由于μ∈Z,不可能 ;

若ν= - 4,由式 (2) (3)得 175 = 3μ2
,由于μ∈Z,不可能.

综上可知 ,μ,ν∈Z不存在 ,从而 x, y∈Z不存在 ,即不定方程 (1)无整数解.
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On diophantine equation x
2

+ 11 = 4y
3
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Abstract: For some d, if Q ( d) is Euclid field , according to Euclidean domain Q ( d) , arithmetical funda2

mental theorem is carried out. This paper mainly uses the method to discuss the integer solution of diophantine e2

quation x
2

+ 11 = 4y
3
, and p roves that the equation has no integer solution.
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