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　　摘 　要 :给出了利用构造凸函数及其性质证明 HÊlder不等式的方法 ,说明了 HÊlder不等式不仅可以用

代数法、积分法和微分法证明 ,还可以用构造凸函数的方法证明.
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著名的 HÊlder不等式在数学领域中起着举足轻重的作用 ,早在 1889年就得以提出. 最初 , HÊlder不等式

是以数列形式给出的 ,随着数学科学的不断进步 ,后来由 R iesz F. 将其推广为积分形式 ,并且和 M inkowski不

等式成为建立 L
p 空间的基本工具. 此处先采用代数法证明 HÊlder不等式 ,而后给出构造两种不同的凸函数

的方法证明 HÊlder不等式.

凸函数有几种不同的定义 ,此处只给出现代数学多数采用的一种定义 ,其他定义可查找数学分析相关

参考书即可.

定义 1
[ 1 ] 　设 f ( x )在区间 I上有定义 , f ( x )在 I上称为凸函数 ,当且仅当对 Π x1 , x2 ∈ I, Πλ∈ ( 0,

1) ,有 :

f (λx1 + (1 - λ) x2 ) ≤λf ( x1 ) + (1 - λ) f ( x2 ) (1)

　　若式 (1)中 ,“≤”改成“ < ”,则是严格凸函数的定义. 若“≤”改成“≥”或“ > ”,则分别是凹函数与严格

凹函数的定义. 下面再给出一个运用函数的二阶导数判断函数凹凸性的定理.

定理 1[ 2 ] 　设 f ( x)在区间 I上存在二阶导数 f″( x) ,那么 :

1)若在区间 I上 f″( x) > 0,则 f ( x)在区间 I上为凸函数 ;

2)若在区间 I上 f″( x) < 0,则 f ( x)在区间 I上为凹函数.

定理 2 (HÊlder不等式 )

(ⅰ)级数形式 :设 p > 1,
1
p

+
1
q

= 1,对任意数列 ξk ηk <Κ, (Κ为数域 ,其可为实数域 R,也可为复

数域 C) ,均有 6
k

|ξk ·ηk | ≤ ( 6
k

| ξk |
p )

1
p ( 6

k

|ηk |
q )

1
q ;

(ⅱ) 积分形式 :设 p > 1,
1
p

+
1
q

= 1,若函数 f ( t) ∈L
p

[ a, b ], g ( t) ∈L
p

[ a, b ],令 ‖f‖p = ( ∫b
a | f ( t)

| p d t)
1
p , ‖g‖q = (∫b

a | g ( t) | q d t)
1
q ,那么 f ( t) g ( t)在 [ a, b ]上 L可积 ,且成立 :

∫
b

a
f ( t) g ( t) d t ≤‖f‖p ‖g‖q (2)



注 :在上面两种形式中 ,当 p = q = 2时 ,数列形式便是熟知的 Cauchy不等式 ,而积分形式便是熟知的 Schwarz

不等式. 此处只对第二种积分形式用构造凸函数方法加以证明.

证法 1　 (用代数法证明 )

首先证明当 p > 1,
1
p

+
1
q

= 1时 ,对任何正数 A与 B ,有 :

A
1
p B

1
q ≤ A

p
+

B
q

(3)

　　事实上 ,作辅助函数φ ( t) = t
α

-αt ( 0 < t < + ∞) , 0 <α < 1,则φ′( t) =α[ t
α - 1 - 1 ],所以在 ( 0, 1 )上 ,

φ′( t) > 0,在 (1, + ∞)上φ′( t) < 0,因而φ(1)是函数φ( t)在 (0, + ∞)上的最大值 ,即φ( t) ≤φ(1) = 1 -α,

t∈ (0, + ∞) . 由此可得 t
α
≤αt + (1 -α) , t∈ (0, + ∞) .

令 t =
A
B

,代入上面不等式 ,那么 :

A
α

B
α ≤α A

B
+ (1 - α) (4)

式 (4)两边同时乘以 B > 0,得到 :

A
α

B
α- 1 ≤αA + (1 - α) B (5)

　　令α=
1
p

,则 1 -α=
1
q

,于是式 (5)成为 :

A
1
p B

1
q ≤ A

p
+

B
q

(6)

　　如果 ‖f‖p = 0 (或 ‖g‖q = 0) ,则 f ( t) = 0 a. e. 于 [ a, b ] (或 g ( t) = 0 a. e. 于 [ a, b ] ) ,这时 ,不等式 (1)自

然成立 ,所以不妨设 ‖f‖p > 0, ‖g‖q > 0. 作函数φ( t) =
f ( t)

‖f‖p

,ψ ( t) =
g ( t)

‖g‖q

,令 A = |φ( t) |
p
, B = |ψ ( t)

| q
,代入不等式 ,得到 :

| φ( t)ψ( t) | ≤ | φ( t) |
p

p
+

| ψ( t) |
q

q
(7)

　　由式 (4) 立即可知φ( t)ψ( t) 在 [ a, b ]上 L可积 ,由此可知 f ( t) g ( t) 也 L可积 ,对式 (7) 两边积分 ,可得

∫
b

a
|φ( t)ψ( t) | d t ≤ ∫

b

a

| φ( t) |
p

p
d t + ∫

b

a

| ψ( t) |
q

q
d t = 1,因此 ∫

b

a
| f ( t) g ( t) | d t ≤‖f‖p ‖g‖q. 证毕.

证法 2　首先证明当 p > 1,
1
p

+
1
q

= 1时 ,对任何正数 A与 B ,有式 (3)成立.

设 f ( x) = lnx,则 f′( x) =
1
x

, f″( x) = -
1
x

2 ,故 f″( x) < 0. 所以 f ( x)为凹函数 ,由凹函数的定义 ,有式 (1)成

立 ,取λ =
1
p

,得 f
1
p

x1 + 1 -
1
p

x2 ≥ 1
p

f ( x1 ) + 1 -
1
p

f ( x2 ) .

由于 A, B > 0,则取 x1 =A, x2 =B ,得 f
1
p

A + 1 -
1
p

B ≥
1
p

f (A ) + 1 -
1
p

f (B ) . 即 ln
1
p

A +
1
q

B ≥
1
p

lnA +
1
q

lnB = lnA
1
p + lnB

1
q = lnA

1
p B

1
q .

又因为 f ( x) = lnx为定义域上的增函数 ,则式 (3)成立 ,后如证法 1.

证法 3　首先证明当 p > 1,
1
p

+
1
q

= 1时 ,对任何正数 A与 B ,有式 (3)成立.

取 A = kx
p
, B = k,其中 k∈R

+
,则要证 ( kx

p )
1
p k

1
q ≤kx

p

p
+

k
q

,即 k
( 1

p +
1
q

)
x≤kx

p

p
+

k
q

,又因为 1
p

+
1
q

= 1,所以
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即证 kx≤kx
p

p
+

k
q

,且 k∈R
+

,即要证 x≤x
p

p
+

1
q

.

设 f ( x) = kx
p
, 0 < x < + ∞,则 f′( x) = kpx

p - 1
, f″( x) = kp ( p - 1) x

p - 2
,因为 k∈R

+
, p > 1, x > 0,所以 f″( x)

> 0,故 f ( x)为凸函数 ,由凸函数的定义 ,有 f (λx1 + (1 -λ) x2 ) ≤λf ( x1 ) + (1 -λ) f ( x2 ) .

取λ =
1
p

,得 f (
1
p

x1 + (1 -
1
p

) x2 ) ≤ 1
p

f ( x1 ) + ( 1 -
1
p

) f ( x2 ) ;取 x1 = x, x2 = 1,得 f
x

p

p
+ 1 -

1
p

≤

1
p

f ( x
p ) + 1 -

1
p

.

即 k
p

x
p

+
k
q
≥k (

x
p

+
1
q

) p
;

1
p

x
p

+
1
q
≥

x
p

+
1
q

p

=
x
p

+ 1 -
1
p

p

=
x - 1

p
+ 1

p

= 6
p

k = 0
C

k
p

x - 1
p

k

≥1 + ( x

- 1) = x.

故证得 A
1
p B

1
q ≤A

p
+

B
q

,后如证法 1.
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Using convex function to prove the HÊlder Inequation

W EI Jia2li, GUO Hui
(College of Mathematics and Computer Science, Chongqing Normal University, Chongqing 400047, China)

Abstract: This paper p roves the Holder Inequation by constructing the convex functions and its p roperties. It

shows that the Holder theory can be p roved not only through algebraic app roach, integration method and differential

method but also through constructing convex functions.
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