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　　摘　要 :著名图论专家 ErdÊs和NeÍet il对图的强边着色数上界提出了一个猜想 :当Δ为偶数时 ,χ′s ( G)

≤ 5
4
Δ2

;当Δ为奇数时 ,χ′s (G)≤ 1
4

(5Δ2
- 2Δ + 1) ,他们给出了当Δ = 4的时的最优图.此处构造了一族图 ,

并以此证明了当Δ为偶数时 ,如果 ErdÊs和NeÍet il提出的强边着色猜想成立 ,则猜想中的上界是最优的.
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此处所涉及的图均为无向有限图 ,未介绍的术语和记号请参见参考文献 [ 1, 2 ].对于图 G的一个正常的
边着色是指在图中任意相邻的两条边必须着不同的颜色.强边着色是指一个正常的边着色 ,并且满足对任
意长为 3的路上的边不能有相同的颜色.一个图 G的强边色数是指 G中所有强边着色中所用色数的最小
者 ,记为χ′s (G).著名图论专家 ErdÊs和NeÍet il

[ 3 ]提出了强边着色猜想 :对于图 G,如果Δ为偶数 ,则χ′s (G)≤
5
4
Δ2

;如果Δ为奇数 ,则χ′s (G)≤
1
4

(5Δ2
- 2Δ + 1) . Andersen

[ 3 ]和 Cranston
[ 4 ]等对此做了相关研究.强边着

色猜想中使得等式成立的图叫做最优图.

ErdÊs和NeÍet il给出了当Δ = 4时的最优图 (图 1 ) ,从图 1中可以看出 ,图 G1的边数 | E ( G1 ) | = 20,且

G1中任意两边都在长为 3的路上 ,所以 ,χ′s (G1 ) = 20 =
5
4
Δ2

, G1即为Δ = 4时的最优图.

引理 1　对于Δ = 6,存在最大度为Δ的最优图.

证明　构造了一个图 G2 ,如图 2所示 ,它是在图 G1的基础上增加了 5个顶点和一些边.仿照图 1的方式

对图 G2上的顶点进行标号 ,最内层 5圈的各个顶点按顺时针方向记为 v11 , v12 , v13 , v14 , v15 ;相应地第二层 5圈
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的对应顶点记为 v21 , v22 , v23 , v24 , v25 ;新增加的顶点分别记为 v31 , v32 , v33 , v34 , v35 ;这些顶点也在一个 5圈 v31 v32

v33 v34 v35 v31上.在图 G1的基础上新增加的边有 v31 v32 , v31 v35 , v31 v22 , v31 v25 , v31 v12 , v31 v15 ; ⋯ ; v35 v34 , v35 v24 , v35 v21 , v35

v14 , v35 v11.有 | E (G2 ) | =
5
4
Δ2 = 45.从图 2可以看出 , G2中任意两边都在长为 3的路上 ,故χ′s ( G2 ) = 45,即构

造的图 G2为Δ = 6的最优图.

定理 1　对于Δ = 2k; k = 1, 2, ⋯, n,存在最大度为Δ的最优图.

证明　首先构造 k个互不关联的 5圈.仿照图 1的方式对这 k层 5圈上的顶点进行标号 ,令第 i层 5圈
上的 5个顶点分别按顺时针方向记为 vi1 , vi2 , vi3 , vi4 , vi5 ( i = 1, 2, ⋯, k) .接下来用边来连接各层 5圈的顶点 :

将第 i层 5圈上的顶点 vi1 ( i = 1, 2, ⋯, k)与顶点 v12 , v22 , ⋯, vi - 1, 2 , vi + 1, 2 , ⋯vk2 ; v15 , v25 , ⋯, vi - 1, 5 , vi + 1, 5 , ⋯, vk5

分别用一条边相连 ,同样将 vi2 ( i = 1, 2, ⋯, k)与顶点 v11 , v21 , ⋯, vi - 1, 1 , vi + 1, 1 , ⋯, vk1 ; v13 , v23 , ⋯, vi - 1, 3 , vi + 1, 3 ,

⋯, vk3分别用一条边相连 ;将 vi3 ( i = 1, 2, ⋯, k)与顶点 v12 , v22 , ⋯, vi - 1, 2 , vi + 1, 2 , ⋯, vk2 ; v14 , v24 , ⋯, vi - 1, 4 , vi + 1, 4 ,

⋯, vk4分别用一条边相连 ;将 vi4 ( i = 1, 2, ⋯, k)与顶点 v13 , v23 , ⋯, vi - 1, 3 , vi + 1, 3 , ⋯, vk3 ; v15 , v25 , ⋯, vi - 1, 5 , vi + 1, 5 ,

⋯, vk5分别用一条边相连 ;将 vi5 ( i = 1, 2, ⋯, k)与顶点 v14 , v24 , ⋯, vi - 1, 4 , vi + 1, 4 , ⋯, vk4 ; v11 , v21 , ⋯, vi - 1, 1 , vi + 1, 1 ,

⋯, vk1分别用一条边相连 ,这样就得到图 G
3

,由图 G
3的构造过程知道 ,对任意 v∈V ( G

3 ) ,有 d ( v) = 2k.

故 | E (G
3 ) | =

1
2
∑d ( v) = 5k

2
=

5
4
Δ2

.这样就得到了一个边数恰好等于强着色猜想上界的图 ,下证证明 G
3

为最优图.

要证明图 G
3为最优图 ,只需要证明 G

3中任意两条边都在长为 3的路上.设 e1和 e2为 G
3中的任意两条

边 ,显然 e1和 e2在同一 5圈 vi1 vi2 vi3 vi4 vi5 vi1 ( i = 1, 2, ⋯, k)上时 ,结论成立.以下讨论 e1和 e2不在同一 5圈 vi1

vi2 vi3 vi4 vi5 vi1 ( i = 1, 2, ⋯, k)上的情况.

情况 1　若 e1在圈 vi1 vi2 vi3 vi4 vi5 vi1 ( i = 1, 2, ⋯, k)上 , e2在圈 vj1 vj2 vj3 , vj4 vj5 vj1 ( j = 1, 2, ⋯, k) ( j≠ i)上 ,若 e1

= vi1 vi2 ( i = 1, 2, ⋯, k) :

情况 1 ( a)　当 e2 = vj1 vj2 ( j = 1, 2, ⋯, k)时 , e1和 e2在长为 3的路 vi1 vi2 vj1 vj2上.

情况 1 ( b)　当 e2 = vj2 vj3 ( j = 1, 2, ⋯, k)时 , e1和 e2在长为 3的路 vi1 vi2 vj3 vj2上.

情况 1 ( c)　当 e2 = vj3 vj4 ( j = 1, 2, ⋯, k)时 , e1和 e2在长为 3的路 vi1 vi2 vj3 vj4上.

情况 1 ( d) 　当 e2 = vj4 vj5 ( j = 1, 2, ⋯, k)时 , e1和 e2在长为 3的路 vi2 vi1 vj5 vj4上.

情况 1 ( e)　当 e2 = vj5 vj1 ( j = 1, 2, ⋯, k)时 , e1和 e2在长为 3的路 vi1 vi2 vj1 vj5上.

e1为 5圈 vi1 vi2 vi3 vi4 vi5 vi1 ( i = 1, 2, ⋯, k )上的其他边时 ,由 G
3的对称性 ,类似可证 e1和 e2在长为 3的

路上.

情况 2　若 e1在某个圈 vi1 vi2 vi3 vi4 vi5 vi1 ( i = 1, 2, ⋯, k)上 ,但 e2不在某个 5圈 vj1 vj2 vj3 , vj4 vj5 vj1 ( j = 1, 2, ⋯,

k) ( j≠i)上 ,由 G
3的对称性 ,可设 e1 = vi1 vi2 ( j = 1, 2, ⋯, k) :

情况 2 ( a)　若 e2与 5圈 vi1 vi2 vi3 vi4 vi5 vi1 ( i = 1, 2, ⋯, k)的某一个顶点相关联 :

1)若 e2与 vi1 , vi2 , vi3 , vi5中的某个相关联时 ,则结论显然成立 ;

2)若 e2与 vi4相关联时 ,此时 e2 = vi4 vj3或 e2 = vi4 vj5 ( i≠ j) ,则 e1和 e2在长为 3的路 vi1 vi2 vj3 vi4或 vi2 vi1 vj5

vi4上.

情况 2 ( b) 　若 e2与 5圈 vi1 vi2 vi3 vi4 vi5 vi1 ( i = 1, 2, ⋯, k)上的顶点不相关联 :

设 e2 = vm l vnk ,其中 m≠n; l, k = 1, 2, ⋯, 5.由 G
3的构造 ,必有 l, k之一不等于 4.不妨设 l≠4,由 G

3的构
造 , vm l必与 vi1或 vi2之一相邻 ,即 e1和 e2在长为 3的路上.

情况 3　若 e1和 e2都不在某一个 5圈 vi1 vi2 vi3 vi4 vi5 vi1 ( i = 1, 2, ⋯, k)上 ,设 e1 = vil vjk , e2 = vm p vnq ( i≠ j, m≠

n; l, k, p, q∈{ 1, 2, ⋯, 5} ) ,由 G
3的构造知 , l≠k, p≠q.

情况 3 ( a)　若 l = p或 l = q,不妨设 l = p,由 G
3的构造 ,有 k = p - 1或 k = p + 1 (若 p = 5, k = 1) ,则 e1和

e2在长为 3的路 vil vjk vm p vnq上.

情况 3 ( b) 　若 l≠p, q,但 k = p或 q,类似地 ,结论成立.

情况 3 ( c)　若 l≠p, q,且 k≠p, q,因 l, k, p, q∈{ 1, 2, 3, 4, 5} , 并且 l与 k相差 1,或者其中之一为 5, 另
一个为 1; p与 q相差 1,或者其中之一为 5, 另一个为 1,因此必存在 l, k之一和 p, q之一.不妨设为 l, p,使得
l与 p相差 1,或者其中之一为 5, 另一个为 1,由 G

3的构造 , e1和 e2在长为 3的路 vjk vil vm p vnq上.

综上 , G
3的任意的两条边均在长为 3的路上 ,故定理 1成立.

(下转第 547页 )

935第 6期 　　　　　　张卫标 ,等 :关于强边着色猜想的最优图问题



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

Research on probability model of vehicle quality based on

the broken2down number per thousand cars

SONG L i2hong
1

, YAO Xiao2xia
2

(1. Econom ics and Management Center , Chongqing Technology and Business University,

Chongqing 400067, China; 2. Department of Mathematics, Chuxiong Normal

University, Yunnan Chuxiong 675000, China)

Abstract: This paper uses broken2down number per thousand cars of vehicle post2salecar to analyse the relia2
bility of vehicle parts and carload, sets up the reliability theory model from the standpoint of statistical learning the2
ory, overcomes the deficiency of emp irical analysis on traditional method, exp lores the strategy of p roduction organ2
ization and transport of p roducts parts, and offers support means for decision2making of vehicle post2sale manage2
ment.
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On the op timum graph of strong edge coloring conjecture

ZHANG W ei2biao , YANG Qing2jun
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Abstract: In 1985, the famous graph theory expert ErdÊs and NeÍet ilconjectured that strong edge2coloring

number of a graph is bounded above by
5
4
Δ2

whenΔ is even and
1
4

(5Δ2
- 2Δ + 1) whenΔ is odd. They gave a

graph ofΔ = 4. In this paper, we construct a series of such graphs. and p rove that if the Strong Edge Coloring Con2
jecture is correct, the boundary number is op timum.
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