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　　摘　要 :在 B 2预不变广义凸性条件下 ,研究一类多目标规划问题 ,得到了 Kuhn2Tucker型最优性充分

条件.
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设 E
n为 n维欧氏空间 ,以下引入几个向量不等式记号 : y = ( y1 , y2 , ⋯, yn ) T

, z = ( z1 , z2 , ⋯, zn ) T∈E
n
,并

规定 y = z的充要条件是 : yi = zi , i = 1, 2, ⋯, n; y > z的充要条件是 : yi > zi , i = 1, 2, ⋯, n ; y≧ z的充要条件是 :

yi≧ zi , i = 1, 2, ⋯, n; y≥z的充要条件是 : yi≧ zi , i = 1, 2, ⋯, n,但至少存在一个 1≦ j0≦ n,使 yj0
> zj0

,即 y

≠z.同样 ,可以定义 y < z, y≦ z和 y≤z.

考虑下面的多目标规划问题 :

(V P)　m inf ( x)　　　s. t gj ( x)≦ 0, hk ( x) = 0

其中 fi , gj , hk : E
n→E

1
; i = 1, ⋯, p; j = 1, ⋯, m; k = 1, ⋯, s; f ( x) = ( f1 ( x) , f2 ( x) , ⋯, fp ( x) ) T

; g ( x) = ( g1 ( x) ,

g2 ( x) , ⋯, gm ( x) ) T
; h ( x) = ( h1 ( x) , h2 ( x) , ⋯, hs ( x) ) T

; R = { x∈E
n
: g ( x)≦ 0, h ( x) = 0}为 (VP)的可行集.

将对此多目标规划问题中目标函数和约束函数进行 B2预不变广义凸性假定 ,研究它的最优性充分条

件 ,为此引入相关定义 :

定义 1　设 x∈R,如果不存在 x∈R,使 f ( x)≤f ( x) (或 f ( x) < f ( x) ) ,则说 x是 (VP)的有效解 (或弱有

效解 ) .

定义 2
[ 1 ]　称 X Α E

n为不变凸集 ,若存在向量值函数η( x, y) ,使得 Π x, y∈X,θ∈[ 0, 1 ], y +θη( x, y )

∈X.

定义 3[ 2 ]　设 X Α E
n为不变凸集 ,称 f ( x)关于相同的η( x, y)为预不变凸函数 ,若 Π x, y∈X,θ∈[ 0, 1 ], f

( y +θη( x, y) )≦θf ( x) + (1 -θ) f ( y) .

定义 4
[ 3 ]　设 X Α E

n为非空集合 , b: X ×X ×[ 0, 1 ]→E + ,称 f ( x)在 y处关于 b为 B -凸函数 ,若 Π x∈X,

θ∈[ 0, 1 ],有 1 -θb ( x, y,θ)≧ 0,且 f ( y +θ( x - y) )≦θb ( x, y,θ) f ( x) + (1 -θb ( x, y,θ) ) f ( y) .

定义 5
[ 4 ]　设 X Α E

n为不变凸集 , f: X→E
1可微 ,又设 b: X ×X→E + ,其中 b ( x, y) = lim

θ→0 +
b ( x, y,θ)≧ 0,称

f ( x)在 y处关于 b和η( x, y)为 B -不变凸函数 ,若 b ( x, y) [ f ( x) - f ( y) ]≧η( x, y) T ý f ( y) , Π x∈X.

定义 6
[ 5 ]　设 X Α E

n为不变凸集 , f: X→E
1可微 ,又设 b: X ×X ×[ 0, 1 ]→E + ,称 f ( x)在 y处关于 b和η

( x, y)为 B -预不变凸函数 ,若 Π x∈X,θ∈[ 0, 1 ],有 1 -θb ( x, y,θ)≧ 0,且 f ( y +θη( x, y) )≦θb ( x, y,θ) f ( x)

+ (1 -θb ( x, y,θ) ) f ( y) .



1　预备知识

这一部分主要介绍一些在证明中会用到的引理.

引理 1
[ 6 ]　设λ∈Λ+ (Λ+ + ) ,则单目标 :

( SP)λ m in
x∈R
λT

f ( x)

的最优解 x是 (VP)的弱有效解 (有效解 ) ,其中 ,Λ+
= {λ = (λ1 ,λ2 , ⋯,λp ) T

|诸λi≧ 0且 6
p

i =1

λi = 1} ,

Λ+ +
= {λ = (λ1 ,λ2 , ⋯,λp ) T

|诸λi > 0且 6
p

i =1

λi = 1}.

引理 2[ 7 ]　若 f ( x) 为关于 b和η的 B -预不变凸函数 ,则存在 b: X ×X→E + ,使得 b ( x, y) [ f ( x) - f ( y) ]

≧η( x, y) T ý f ( y) ; Π x, y∈X.其中 b ( x, y) = lim
θ→0 +

b ( x, y,θ)≧ 0.

2　主要结论

定理 1　设 X Α E
n关于η为开不变凸集 , f ( x) , g ( x)和 h ( x)均连续可微 ; x∈R, fi ( x) ( i = 1, 2, ⋯, p) ,

gj ( x) ( j∈J ( x) ) , ±hk ( x) ( k = 1, 2, ⋯, s)都是在点 x关于 b和η( x, x)的 B -预不变凸函数 ;对于λ≥0 (λ >

0) ,如果存在 �u∈E
m

, v∈E
s使得 ( x,λ, u, v)满足 Kuhn2Tucker条件 :

λT ý f ( x) + u
T ý g ( x) + v

T ý h ( x) = 0 (Ⅰ)

u
T

g ( x) = 0, u≧ 0 (Ⅱ)

则 x是 (VP)的弱有效解 (有效解 ) .

其中 J ( x) = { j| gj ( x) = 0, 1≦ j≦ m };λ = (λ1 ,λ2 , ⋯,λp ) T
; u = ( u1 , u2 , ⋯, um ) T

, v = ( v1 , v2 , ⋯, vs ) T
.

ý f ( x) =

5f1 ( x)

5x1

⋯
5f1 ( x)

5xn

… ω …

5fp ( x)

5x1

⋯
5fp ( x)

5xn

ý g ( x) =

5g1 ( x)

5x1

⋯
5g1 ( x)

5xn

… ω …

5gm ( x)

5x1

⋯
5gm ( x)

5xn

ý h ( x) =

5h1 ( x)

5x1

⋯
5h1 ( x)

5xn

… ω …

5hk ( x)

5x1

⋯
5hk ( x)

5xn

　　证明　对给定的 (VP)和λ,作单目标规划 :

( SP)λ m in
x∈R
λT

f ( x)

注意到λ≥0 (λ > 0) ,因此不妨设λ∈Λ+ (Λ+ + ) ,于是 ( SP)λ便可视为引理 1问题 ,从而只需要证明 x是
( SP)λ的最优解即可.

设 x∈R, gj ( x)≦ gj ( x) = 0, j∈J ( x) .由于 gj ( x)是在点 x关于 b和η( x, x)的 B -预不变凸函数 ,根据引

理 2有 b ( x, x) [ gj ( x) - gj ( x) ]≧η( x, x) T ý gj ( x) ,其中 b ( x, x) = lim
θ→0 +

b ( x, x,θ)≧ 0,所以η( x, x) T ý gj ( x)≦
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0,从而η( x, x) T ý gj ( x) �uj≦ 0, j∈J ( x) .

当 j| J ( x)时 , gj ( x) < 0,从而根据式 (Ⅱ) ,有 �uj = 0,故 :

η( x, x) T ý gj ( x) �uj≦ 0; j = 1, ⋯, m (1)

　　又因为 ±hk ( x)是在点 x关于 b和η( x, x)的 B -预不变凸函数 , Π x∈R,根据引理 2有 :

b ( x, x) [ hk ( x) - hk ( x) ]≧η( x, x) T ý hk ( x) ; k = 1, 2, ⋯, s

b ( x, x) [ hk ( x) - hk ( x) ]≦η( x, x) T ý hk ( x) ; k = 1, 2, ⋯, s

其中 , b ( x, x) = lim
θ→0 +

b ( x, x,θ)≧ 0.所以 b ( x, x) [ hk ( x) - hk ( x) ] =η( x, x) T ý hk ( x) = 0; k = 1, 2, ⋯, s,即 :

( x, x) T ý hk ( x) vk = 0; k = 1, 2, ⋯, s (2)

由式 (1) (2)可得η( x, x) T 6
m

j =1

ý gj ( x) uj +η( x, x) T 6
s

k =1

ý hk ( x) �vk≦ 0两端转置 ,有 6
m

j = 1
�uj ý gj ( x) Tη( x, x)

+ 6
s

k = 1
�vk ý hk ( x) Tη( x, x)≦ 0,即 :

[ �uT ý g ( x) + �vT ý h ( x) ]η( x, x)≦ 0 (3)

式 (1)两端同时右乘η( x, x) ,得 :

λT ý f ( x)η( x, x) + �uT ý g ( x)η( x, x) + �vT ý h ( x)η( x, x) = 0 (4)

由式 (3) (4)可得λT ý f ( x)η( x, x)≧ 0,而 :

λT ý f ( x)η( x, x) = 6
p

i =1

λi ý fi ( x) Tη( x, x) (5)

对式 (5)右端进行转置 ,可得 :

η( x, x) T 6
p

i =1
ý fi ( x)λi =η( x, x) T ý f1 ( x)λ1 +η( x, x) T ý f2 ( x)λ2 +⋯ +η( x, x) T ý fp ( x)λp≧ 0

因为 fi ( x) ( i = 1, 2, ⋯, p)都是在点 x关于 b和η( x, x)的 B -预不变凸函数 ,根据引理 2,有 :

b ( x, x) [ f1 ( x) - f1 ( x) ]λ1 + b ( x, x) [ f2 ( x) - f2 ( x) ]λ2 +⋯ + b ( x, x) [ fp ( x) - fp ( x) ]λp =

b ( x, x) { [ f1 ( x)λ1 + f2 ( x)λ2 +⋯ + fp ( x)λp ] - [ f1 ( x)λ1 + f2 ( x)λ2 +⋯ + fp ( x)λp ] } =

b ( x, x) [ 6
p

i =1
fi ( x)λi - 6

p

i =1
fi ( x)λi ]≧

η( x, x) T ý f1 ( x)λ1 +η( x, x) T ý f2 ( x)λ2 +⋯ +η( x, x) T ý fp ( x)λp≧ 0

其中 b ( x, x) = lim
θ→0 +

b ( x, x,θ)≧ 0.即 b ( x, x) [ 6
p

i = 1
fi ( x)λi - 6

p

i = 1
fi ( x)λi ]≧ 0.所以 6

p

i =1
fi ( x)λi - 6

p

i =1
fi ( x)λi≧ 0,

即λT
f ( x) -λT

f ( x)≧ 0,从而λT
f ( x)≧λT

f ( x) . 故 x是 ( SP)λ的最优解 ,亦是 (VP)的弱有效解 (有效解 ) .
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