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　　摘　要 :在损失函数 tr (B
^

- B )′A (B
^

- B )下给出 B在线性估计类中的 M inimax估计 ,研究了其性质.在

一些特殊的情形下 ,该估计包括了多元功效岭回归估计 ( R idge regression estimation) ,多元 Stein估计等.
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为了以下计算方便 ,先介绍几个符号 :符号 a∧b =m in ( a, b) , a∨b =max ( a, b) , x + =max ( x, 0) .

若 A为 n ×n阶对称矩阵 ,有谱分解 A = PD P′,其中 P为 n ×n阶正交阵 , D为对角阵 ,其对角元记为 di ,

i = 1, 2, ⋯, n. 定义 : D + = diag ( ( d1∨0) , ( d2∨0) , ⋯, ( di∨0) , ⋯, ( dn∨0) ) .考虑多元线性回归模型 :

Y = XB + E

vec ( E) ～ (0, W ª I)
(1)

其中 Y为 n ×q阶观测矩阵 , X为 n ×p设计矩阵 , rk (X ) = p. E = ( e1 , e2 , ⋯, eq )为 n ×q阶误差矩阵 , W =
(w ij )为已知的 q阶非零非负定阵. B为 p×q阶未知参数矩阵 ,满足 tr (B′X′FXB )≤ρ,其中 F为 n ×n阶非负

定阵.记Θ = {B | tr (B′X′FXB )≤ρ}.式 (1)的最小二乘估计为 B
^

LS = (X′X ) - 1
X′Y,此处采用的损失函数为 : L

(B
^
, B , A ) = tr (B

^
- B )′A (B

^
- B ) , A为 p×p阶正定阵 ,其相应的风险函数为 EL (B

^
, B , A ) .

定义 1　B
3为约束条件下 B的线性 M inimax估计 ,若 inf

B̂∈l

sup
B　∈Θ

EL (B
^
, B , A ) = sup

B∈Θ
EL (B

3
, B , A ) ,其中 l为 B

的线性估计类 ,记 l = {B
^
: B

^
= CY, C为 p×n阶矩阵 }.

线性回归的许多问题 ,包括 M inimax估计问题 ,在典则形式下很容易理解.

对 X进行奇异值分解 : X =U D
～

V′. U, V分别为 n ×n, p×p阶正交阵 , D
～

为 n ×p阶矩阵. D
～

的 ( i, i)元为

di ( d1≥d2≥⋯≥dp > 0) ,其余位置为 0,则 X′X =V D
～

′D
～

V′=
Δ

VD
2
V′.其中 D = diag ( d1 , d2 , ⋯, dp ) , di =λi

1
2 ,λi

为 X′X的非零特征根 ,其中λ1≥λ2≥⋯≥λp > 0.

令 Z =U′Y, D
～

=U′XV, R =V′B ,ε=U′E, u = XB ,η = EZ = U′u = (η1 ,η2 , ⋯,ηq ) ,其中 ,ηi = (η1 i ,η2 i , ⋯,

ηpi , 0, ⋯, 0) ′,则模型 (1)可化为 :

Z = D
～

R +ε

vec (ε) ～ (0, W ª In )
(2)

　　式 (2)的最小二乘估计为 R
^

LS = (D
～

′D
～

) - 1
D
～

′Z.记 Z = ( zij ) = ( z1 , z2 , ⋯, zq ) = ( Z
～

′3 )′,其中 Z
～

= ( z
～

1 , z
～

2 , ⋯,

z
～

q ) , z
～

i = ( z1 i , z2 i , ⋯, zpi )′, Z
～

为 Z上面 p×q阶子块组成的矩阵.记ε= (εij ) = (ε1 ,ε2 , ⋯,εq ) = (ε′3 )′其中ε
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= (ε1 ,ε2 , ⋯,εq ) ,εi = (ε1 i ,ε2 i , ⋯,εpi )′,ε为ε上面 p×q阶子块组成的矩阵.记 R = ( rij ) = ( r1 , r2 , ⋯rq ) ,则

Z
～

= DR +ε

vec (ε) ～ (0, W ª Ip )
(3)

　　要估计 R只需考虑模型 (3)即可 ,而模型中 D为对角阵 ,它使求解方便、简洁.将模型 (3)拉直得 :

vecZ
～

= ( I ª D ) vecR + vecε

vec (ε) ～ (0, W ª Ip )
(4)

　　为使 L (B , B , A )、tr(B′X′FXB )做相应的变换能化为简洁形式 ,规定 A, F满足以下条件 :

A =V A
～

V′记 A
～

= diag ( a1 , a2 , ⋯, ap ) , ai > 0; F =U F
～

U′, 记 F
～

= diag ( f
～

1 , f
～

2 , ⋯, f
～

p , ⋯, f
～

n ) , f
～

i≥0。记 F =

diag ( f
～

1 , f
～

2 , ⋯, f
～

p ) .

参数约束空间Θ = {B | tr (B′X′FXB ) ≤ρ} = { R | tr (R′D
～

′F
～

D
～

R ) ≤ρ} = { R | tr (R′D′FDR ≤ρ} =

{ R 6
p

i =1
6

q

j =1
f
～

iλi r
2
ij〗≤ρ} =

^Θ.

损失函数 L (B
^
, B , A ) = tr (B

^
- B )′A (B

^
- B ) = tr (R

^
- R )′A

～

(R
^

- R ) = 6
q

j =1

( r
^

j - rj )′A
～

( r
^

j - rj ) =

6
p

i =1
6

q

j =1
ai ( r

^
ij - rij )

2
=
^

L (R
^
, R, A
～

) .

1　多元线性 M inimax估计的求解

定理 1　将模型 (3)写成元素形式为 : zij = di rij +εij; Eεij = 0, cov (εij ,εk l ) = w jlδk i; i = 1, 2, ⋯, p; j = 1,

2, ⋯, q.

其中δk i =
1 k = i

0 k ≠ i
,Θo = { R 6

p

i =1
6

q

j =1

λi f
～

i r
2
ij ≤ρ}为约束空间 , L (R, R, A

～

) = 6
p

i =1
6

q

j =1
ai ( rij - rij )

2为损

失函数 ,其中 ai > 0, f
～

i≥0.记 ci为 C的第 i个对角元. rij的线性 M inimax估计为 : r
^
M , ij = c

3
i zij , i, j = 1, 2, ⋯, p.

若 f
～

i > 0, ci
3

= di
- 1

1 - h
f
～

iλi

ai

1
2

+

, 其中 h 由 6
p

i = 1

λi f
～

i ( 6
q

j = 1
rij

2 ) 3
= ρ决定 , ( 6

q

j = 1
rij

2 ) 3
=

6
q

j = 1
w jj di

- 2 1
h

ai

f
～

iλi

1
2

- 1
+

;若 f
～

i = 0,Θ0对第 i个坐标方向无约束 , ci =
1
di

.

令ζ表示所有 p×p阶矩阵组成的类 , Z
～

= ( z
～

1 , z
～

2 , ⋯, z
～

q ) , z
～

i = ( z1 i , z2 i , ⋯, zpi )′,则模型 (3)的 M inimax风
险为 :

inf
C∈ζ

sup
R∈ΘO

Etr (CZ
～

- R )′A
～

(CZ
～

- R ) = inf
c i

sup
R∈ΘO

E 6
p

i =1
6

q

j =1
ai ( ci zij - rij )

2
=

sup
R∈ΘO

6
p

i = 1
6

q

j = 1
ai ( ci

3
zij - rij )

2
= 6

p

i = 1
6

q

j = 1
w jj ai di

- 2 (1 - h (
f
～

iλi

ai

)
1
2 ) +

　　证明　(1)首先 ,利用 Speckman的讨论来证明使极大风险极小化的矩阵 C是对角阵 ,记 C的 ( i, j)元为 cij.

J (C) = ^sup
R∈ΘO

Etr (CZ
～

- R )′A
～

(CZ
～

- R ) =

sup
R∈ΘO

vecR [ I ª (CD - I)′A
～

(CD - I) ] vecR + tr (W ª A
～

CC′) =

sup
R∈ΘO

6
q

j = 1
{ rj′(CD - IP )′A

～

(CD - IP ) rj + w jj tr (A
～

CC′) }

记 ti =
( cii di - 1) 2

ai

λi f
～

i

, tk = max
1≤i≤p

ti.
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J ( d iagC) = sup
R∈Θ0

6
p

i = 1
6

q

j = 1

ai ( cii di - 1) 2
rij

2
+ 6

p

i = 1
6

q

j = 1

w jj ai cii
2

=

sup
R∈Θ0

6
p

i = 1
6

q

j = 1

λi f
～

i ti rij
2

+ 6
p

i = 1
6

q

j = 1
w jj ai cii

2 ≤ tkρ + 6
p

i = 1
6

q

j = 1
w jj ai cii

2

取 R满足 : i≠ k时 , rij = 0.则 J ( diagC) ≥ sup
R∈Θ0

6
q

j = 1

λk f
～

k tk rk j
2

+ 6
p

i = 1
6

q

j = 1
w jj ai cii

2
= tkρ + 6

p

i = 1
6

q

j = 1
w jj ai cii

2
. 所以

JO (C) =
^

m ax
1≤i≤p

ρ

λi f
～

i

( cii di - 1) 2
ai + 6

p

i = 1
6

q

j = 1
w jj ai cii

2
= J ( diagC)

J (C) = sup
R∈ΘO

6
q

j = 1
{ rj′(CD - IP ) ′A

～

(CD - IP ) rj + w jj tr(A
～

CC′) } ≥

sup
R∈ΘO

6
p

i = 1
6

q

j = 1
rij

2
ei′(CD - IP )′A

～

(CD - IP ) ei + 6
q

j = 1
w jj 6

p

i = 1
ai 6

p

l = 1
cil

2 ≥

(令 ; i =
1

λi f
～

i

[ ai ( cii di - 1) 2
+ 6

j≠i

ai cij
2

dj
2

] ; m = max
1≤i≤p

; i. 取 R满足 : i≠m时 , rij = 0)

sup
R∈ΘO

6
q

j = 1
{λm f
～

m ; m rm j
2

+ w jj 6
p

i = 1
ai 6

p

l = 1
cil

2
} =

max
1≤i≤p

ρ

λi f
～

i

[ ai ( cii di - 1) 2
+ 6

j≠i

ai cij
2

dj
2

] + 6
q

j = 1

w jj 6
p

i = 1

ai 6
p

l = 1

cil
2 ≥ JO (C)

　　当且仅当 C为对角阵时等号成立.因此使极大风险极小化的矩阵 C是对角阵.

(2) E 6
q

j =1

( ci zij - rij )
2

= 6
q

j =1
{ var ( ci zij - rij ) + [ E ( ci zij - rij ) ]

2
} = 6

q

j = 1
ci

2
w jj + 6

q

j = 1
rij

2 ( di ci - 1) 2

在 ci =

di ( 6
q

j = 1

rij
2 )

6
q

j = 1

(w jj + di
2

rij
2 )

, i = 1, 2, ⋯, p处取得最小值.

记ω =
^ 6

q

j =1
w jj, si =

^ 6
q

j = 1
rij

2
,ξi =

^ 6
q

j = 1

(w jj + di
2

rij
2 ) =ω + di

2
si , sup

R∈Θ0
inf
ci

6
p

i =1
6

q

j =1
ai (ci zij - rij )

2
= sup

R∈Θ0
6

p

i =1

aiωsi

ξi

=
^

ν2.

显然 si越大 , 6
p

i =1

aiωsi

ξi

越大 ,ν2在约束条件边界上达到.利用 Lagrange乘子法可求出ν2
.

对于 h > 0, i = 1, 2, ⋯, p, G ( si , h) = 6
p

i =1

ωai si

ξi

- h
2 6

p

i =1
f
～

iλi si ,则
5G ( si , h)

5si

=
aiω
ξi

-
di

2
aiωsi

ξi
2 - h

2
f
～

iλi.

令
5G ( si , h)

5si

= 0,得 ( si ) 3 3
=ωdi

- 2 1
h

ai

f
～

iλi

1
2

- 1 .而
52

G ( si , h)

52
si

= -
2ai di

2ω2

ξi
3 ,故当 si ≥ ( si ) 3 3 时 ,

52
G ( si , h)

52
si

< 0, 所以 si ≥ ( si ) 3 3 时 ,
5G ( si , h)

5si

≤ 0, 可知 G ( si , h) 在此范围内为减函数. 故 si
3

=

ωdi
- 2 (

1
h

(
ai

f
～

iλi

)
1
2 - 1) +时 ,得ν2

= 6
p

i = 1
6

q

j = 1
w jj ai di

- 2 (1 - h (
f
～

iλi

ai

)
1
2 ) + ,其中 h由 6

p

i = 1

λi f
～

i si
3

=ρ决定.

将 si
3代入 ( 3 )得 ci

3 = di
- 1 1 - h

f
～

iλi

ai

1
2

+

,则 :

sup
R∈ΘO

E 6
p

i = 1
6

q

j = 1
ai ( ci zij - rij )

2 ≥ inf
c i

sup
R∈ΘO

E 6
p

i = 1
6

q

j = 1
ai ( ci zij - rij )

2 ≥ sup
R∈Θ′O

inf
c i

E 6
p

i = 1
6

q

j = 1
ai ( ci zij - rij )

2
=ν2

当 ci = c
3
i , i = 1, 2, ⋯, p时上面不等式仍成立.而

sup
R∈ΘO

E 6
p

i = 1
6

q

j = 1
ai ( ci

3
zij - rij )

2
= sup

R∈ΘO
6

p

i = 1
6

q

j = 1
rij

2 ( ( h
2

f
～

iλi ) ∧ ai ) + 6
p

i = 1
6

q

j = 1
w jj ai di

- 2
1 - h

f
～

iλi

ai

1
2

+

2

≤
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ρh
2

+ 6
p

i = 1
6

q

j = 1
w jj ai di

- 2
1 - h

f
～

iλi

ai

1
2

+

2

= h
2 6

p

i = 1
6

q

j = 1
w jj f
～

iλi di
- 2 1

h

ai

f
～

iλi

1
2

- 1
+

+

6
p

i = 1
6

q

j = 1

w jj ai di
- 2 1 - h

f
～

iλi

ai

1
2

+

2

= 6
p

i = 1
6

q

j = 1

w jj ai di
- 2 1 - h

f
～

iλi

ai

1
2

+

=ν2

由上面的不等式及证明中的 (1)部分可知 :

sup
R∈ΘO

E 6
p

i = 1
6

q

j = 1
ai ( ci

3
zij - rij )

2
=ν2 ≤ sup

R∈ΘO

E 6
p

i = 1
6

q

j = 1
ai ( ci zij - rij )

2 ≤ sup
R∈ΘO

Etr (CZ
～

- R )′A
～

(CZ
～

- R )

由定义 1知 R
^

M = C
3

Z为 R的 M inimax估计.其中 C
3 = diag ( c

3
1 , c

3
2 , ⋯, c

3
p ) .

定理 2　对于多元线性回归模型 (1) , B ∈Θ = {B | tr (B′X′FXB ) ≤ρ} , A, F满足条件 1,则 B的线性

M inimax估计为 B
^

M = ( I - h (X′FX )
1
2 A

-
1
2 ) + B

^
LS.其中 h满足 : trW·tr{ (X′X ) - 1 ( h

- 1
A

1
2 (X′FX )

1
2 - X′FX ) + }

= 6
p

i = 1
6

q

j = 1
w jjλi

- 1 ( h
- 1 ( ai f
～

iλi )
1
2 -λi f

～

i ) + =ρ.

线性 M inimax估计的风险为 : inf
S∈τ

sup
B∈Θ

E{ tr(S Y - B )′A (SY - B ) } = sup
B∈Θ

E{ tr (B
^

M - B )′A (B
^

M - B ) } = trW· tr

{ (X′X ) - 1 (A - hA
1
2 (X′FX )

1
2 ) + }.

其中τ表示任意的 p×n阶矩阵组成的类.

证明　由第一节知 Z =U′Y, D
～

=U′XV, R =V′B , A =VA
～

V′, F =U F
～

U′.则

A
～ 1

2 = V′A
1
2 V, (D

～

′F
～

D
～

)
1
2 = V′(X′FX )

1
2 V

　　由定理 1知 rM , ij = c
3
i zij = d

- 1
i 1 - h

f
～

iλi

ai

1
2

+

zij , i = 1, 2, ⋯. p, j = 1, 2, ⋯, q.写成矩阵形式为 :

R
^

M = ( I - h (D
～

′F
～

D
～

)
1
2 A
～

-
1
2 ) + (DD ) - 1

D Z
～

= ( I - h (D
～

′F
～

D
～

)
1
2 A
～

-
1
2 ) + (D

～

′D
～

) - 1
D
～

′Z =

V′( I - h (X′FX )
1
2 A

-
1
2 ) + (X′X ) - 1

X′Y = V′B^M

所以 B
^

M = ( I - h (X′FX )
1
2 A

-
1
2 ) + B

^
LS , h满足

ρ = 6
p

i = 1

λi f
～

i ( 6
q

j = 1
rij

2 ) 3
= 6

p

i = 1
6

q

j = 1
w jjλi

- 1 ( h
- 1 ( ai f
～

iλi )
1
2 -λi f

～

i ) + =

trW·tr{ (D′D ) - 1 ( h
- 1

A
～ 1

2 (D
～

′F
～

D
～

)
1
2 - D
～

′F
～

D
～

) + } =

trW·tr{ (X′X ) - 1 ( h
- 1

A
1
2 (X′FX )

1
2 - X′FX ) + }

　　下面证明 B
^

M 为 B的线性 M inimax估计 :

R
^

M 为 R的线性 M inimax估计 ,由定义 1知 sup
R∈ΘO

Etr (R
^

M - R )′A
～

( R
^

M - R ) ≤ sup
R∈ΘO

Etr ( R
^

- R )′A
～

( R
^

- R ). R
^

为 R的任意估计.而 Etr (B
^

- B )′A (B
^

- B ) = Etr(R
^

- R )′A
～

(R
^

- R ) , B
^
为 B的任意估计. Etr (B

^
M - B )′A (B

^
M -

B ) = Etr (R
^

M - R )′A
～

(R
^

M - R ) ,所以 sup
B∈Θ

Etr (B
^

M - B ) ′A
～

(B
^

M - B )≤sup
B∈Θ

Etr (B
^

- B )′A
～

(B
^

- B ) .

由定义 1知 B
^

M 为 B的线性 M inimax估计.由定理 1知 R
^

M 的 M inimax风险为 :

inf
C∈σ

sup
R∈ΘO

Etr (CZ
～

- R )′A
～

(CZ
～

- R ) = 6
p

i = 1
6

q

j = 1

w jj ai di
- 2 1 - h

f
～

iλi

ai

1
2

+

=

trW·tr{ (D′D ) - 1 (A
～

- hA
～ 1

2 (D
～

′F
～

D
～

)
1
2 ) + } =

trW·tr{ (X′X ) - 1 (A - hA
1
2 (X′FX )

1
2 ) + }

由 sup
B∈Θ

Etr (B
^

M - B )′A (B
^

M - B ) = sup
R∈ΘO

Etr (R
^

M - R )′A
～

(R
^

M - R ) ,所以线性 M inimax估计的风险为 :

inf
S∈τ

sup
B∈Θ

Etr (S Y - B )′A (S Y - B ) = sup
B∈Θ

Etr (B
^

M - B ) ′A (B
^

M - B ) =
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trW·tr{ (X′X ) - 1 (A - hA
1
2 (X′FX )

1
2 ) + } .

　　当设计阵 X = I (此时 n = p) , A = I时 ,有如下定理 :

定理 3　对于多元标准线性模型 :
Y =B + E

vec ( E)～ (0, W ª I)
, B∈Θ = {B | tr (B′FB ) ≤ρ} ,损失函数为 L (B

^
,

B , A ) = tr (B
^

- B )′(B^ - B ) .对于任意的满足 T≥0和 ( I - T)≥0的 n阶方阵 T,若 F = ( I - T) 2、ρ= trW { trT -

trT
2

} ,则 TY为 B的线性 M inimax估计.

证明　对 T进行谱分解 T = PΓP′,Γ = diag (γ1 ,γ2 , ⋯,γn ) , 1≤γi≤1, i = 1, i = 2, ⋯, p.则 :

F = ( I - T) 2
= P (1 -Γ) 2

P′.所以 f
～

i = (1 -γi ) 2
,ρ = 6

n

i = 1
6

q

j = 1
w jj (γi -γi

2 ) = 6
n

i = 1
6

q

j = 1
w jj ( f
～

i

1
2 - f
～

i )

由定理 2知 h = 1, S Y = (1 - F
1
2 ) + B

^
LS = TY为 B的线性 M inimax估计 ,极大化风险为 : trW·trT.

这个定理说明 :对于特征根在 [ 0, 1 ]之间的任意 n阶对称阵 T, B
^

= TY使max
B̂∈ζ

{ Etr (B
^

- B )′(B
^

- B ) : tr (B′

( I - T) 2
B )≤trW ( trT - trT2 ) }达到最小.其中ζ为 B的所有估计组成的类 ,又因为 Etr( TY - B )′( TY - B ) = tr

{B′( T - I)
2
B } + trW·trT

2
,所以Θ可以写成Θ = {B : Etr ( TY - B )′( TY - B )≤trW·trT}.

2　多元线性 M inimax估计的性质及特例

记β̂M = vec (B
^

M ) ,β̂LS = vec (B
^

LS ) .则β̂M = ( Iª ( I - h (X′FX )
1
2 A

-
1
2 ) + )β̂LS.容易得到如下几条性质 :

性质 1　β̂M = ( Iª ( I - h (X′FX )
1
2 A

-
1
2 ) + ) ,β̂LS为β的压缩有偏估计 ,即‖Eβ̂M ‖ <‖β‖, Eβ̂M ≠β.

性质 2　若 W > 0,β̂M 是β的可容许估计.

特例 1　当 A = X′X, F = I时 , B
^

M = (1 - h) B
^

LS , h =

p6
q

j =1

w jj

ρ+ p6
q

j =1
w jj

,此时 B
^

M 也为多元 Stein估计.其

M inimax风险为 : sup
trB′X′XB≤ρ

Etr (XB
^

M - XB )′(XB
^

M - XB ) =

pρ6
q

j =1
w jj

ρ+ p6
q

j =1
w jj

.进一步 ,若ρ= pρ3则 lim
p→∞

inf
C

sup
trB′X′XB≤pρ3

p
- 1

Etr (CY - B ) ′X′X (CY - B ) =

lim
p→∞

sup
trB′X′XB≤pρ3

p
- 1

Etr (XB
^

M - XB )′(XB
^

M - XB ) =

ρ3 6
q

j =1
w jj

ρ3
+ 6

q

j =1
w jj

.

当 p→∞时 , C变为任意的可测矩阵 ,此时求得 M inimax估计称为渐近 M inimax估计.

特例 2　当 A = X′X, F = U diag (λ- 1
1 ,λ- 1

2 , ⋯,λp
- 1

, fp + 1 , ⋯, fn ) U′, fi为任意非负数 , i = p + 1, ⋯, n.则

X′FX = I,此种情况下 B
^

M = ( I - h (X′X ) -
1
2 ) + BLS , h满足 6

p

i = 1
6

q

j = 1
w jjλi

- 1 ( h
- 1λi

1
2 - 1) + =ρ,此时 BM也为多

元岭估计 ,其 M inimax风险为 : sup
trB′B≤ρ

E tr(XB
^

M - XB )′(XB
^

M - XB ) = 6
p

i = 1
6

q

j = 1
w jj (1 - hλi

-
1
2 ) +.

特例 3　 当 A = X′X, X′FX = (X′X )
δ 时 , 此 时 B

^
M = ( I - h (X′X )

δ- 1
2 ) + BLS , h 满 足

6
p

i = 1
6

q

j = 1
w jjλi
δ- 1 (λi

-
δ- 1

2 h
- 1

- 1) + =ρ,此时 BM 也为多元功效岭估计 ,其 M inim ax风险为 : sup
trB′(X′X )δB≤ρ

Etr (XB
^

M -

XB )′(XB
^

M - XB ) = 6
p

i = 1
6

q

j = 1
w jj (1 - hλi

-
δ- 1

2 ) +.
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