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　　摘 　要 :基于对流扩散微分方程的基本解方法 (简记为 MFS方法 )求解由欧式期权的 B - S模型 ,即 B -

S微分方程所派生出的标准形式 ;在考虑了美式期权的特点与 MFS方法的特性之后 ,将 MFS方法推广到了

美式期权的求解 ;最后给出了实证分析 ,结果表明用采用 MFS方法可以得到精确、有效的数值解。
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期权作为一种金融衍生产品 ,随着经济及金融市场的发展 ,重要性与日俱增。1973年 , B lack和 Scholes

两位教授推导出了衍生证券所满足的 B - S模型。当今股票期权市场上占绝大多数的美式股票期权 ,由于

存在提前执行的可能 ,被归结为一个自由边界问题 ,不存在解析解。B - S模型是一个偏微分方程 ,可以被转

化为对流扩散方程。此处基于对流扩散方程基本解 ,提供了一种求解欧式期权定价的 MFS公式 ,并通过将

期权的边界不断更新而推广到美式期权的定价。

1　欧式期权的 MFS定价模型

应用广泛的期权定价模型是 B lack - Scholes微分方程 :
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　　其中 , r为无风险利率 ,σ为股票价格波动率 , S为标的股票价格 , p为期权价格。对于不支付红利的欧

式期权和美式看涨期权这类不提前执行的期权 ,方程 (1)有求解公式 ,一般称 black - Scholes期权定价公式。

而对于此处所要考虑的可能提前执行的美式看跌期权却没有求解公式 ,只能用数值方法求解。令 :
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则可以得到 :
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进一步应用如下变量 :
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得到所需要的标准形式 5p
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由于对流扩散方程 5p
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= 0的基本解通过下面的等式表示 :
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其中 , y = ( y1 , y2 , ⋯, yn )和 s = ( s1 , s2 , ⋯, sn )分别表示空间场点和源点。对等式 ( 5)作傅立叶和拉普拉斯变

换 ,便可以得到如下形式的基本解 :
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其中 , H (τ- t)是 Heaviside阶梯函数。通过基本解 (MFS)方法的基本思想 ,方程 ( 1)的解可以通过下面一系

列的基本解来表示 :

p ( y, t) = 6
N

k =1

αk Gn ( y, t; sk ,τk ) (6)

其中 , n是源点的个数 ,第 k个源点用 ( sk ,τk ) = ( sk1 , sk2 , ⋯, skn ,τk )表示。

这一系列基本解在很多偏微分方程的解空间中都是稠密的。基于扩散方程的基本解 ,通过 MFS方法可

以精确而有效地求解扩散方程的数值解。因此 ,只要适当地选取 ( sk ,τk ) 和αk ,由 p ( y, t) = 6
N

k =1

αk Gn ( y, t; sk ,

τk ) 表示的解应该可以收敛于对流扩散方程 5p
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为了获得未知源点 ( sk ,τk )以及系数αk ,即需要加上所求解问题本身的相应终边值条件。将基本解 p

( y, t) = 6
N

k = 1
αk Gn ( y, t; sk ,τk )代入终边值条件 (由收益函数求得 ) ,即产生一个线性代数方程组 ,求解该方程

组 ,则得到系数αk。

对于单项资产的欧式期权 ,其收益函数为 F ( S, X ) = max{ X - S, 0}。经过正规变换 ,边界条件可以变

换为 :

P ( y, t) =
X e- rT

, S → - ∞

0, S →∞

同时 ,终值条件可以变换为 P ( y, T) = e
- rT

max{ X - S ( y) , 0}.

将 B - S方程标准形式以及上述终边值条件结合 ,便形成了标准控制方程 ,即终边值方程。给场点 N :

( y1 , y2 , ⋯, yN )分配终值条件 ,得到线性方程组。解出系数αk 后 ,所要求的解就可以通过基本解序列式 ( 6)

得出。

2　美式期权的 MFS方法

为了满足美式期权提前执行的可能 ,其定价模型的自由边界条件需满足如下条件 : P (S, t) =max{ F (S,

X ) , P (S, t) }。其中 , F (S, X )是收益函数。美式期权的数值解可以通过不断更新其边界而获得 ,方法如下 :

步骤 1:选定一个合适的时间步长Δt =
T

M
;

步骤 2:求解以等式 P (S, t) =max{ F (S, X ) , P (S, t) }为终值条件的欧式期权模型 ,得到时刻 t∈[ T -Δt,

T ]数值解 P
( 1)

(S, t) ;
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步骤 3:对时刻 t = T - kΔt,用 P (S, t) =max{ F (S, X ) , P
( k)

(S, T - kΔt) }更新其终值条件 ,其中 k是时间

所经过的步长数 ;

步骤 4:求解欧式期权 ,获得时刻 t∈[ T - kΔt, T - ( k - 1)Δt ]的数值解 P
( k)

(S, t) ;

步骤 5:重复步骤 3和步骤 4直到 k =M。

3　实证分析

通过以下两个模型 ,验证基于对流扩散基本解的 MFS数值方法的有效性。对于欧式期权 ,将数值解与

B - S方程的解析解进行比较 ,以验证其有效性 ;而对于美式期权 ,则可以通过将数值解与其他方法的数值解

以及实际值比较而验证其实用性及有效性。1)考虑到期时间为 0. 5,执行价格为 10,无风险利率为 0. 05,波

动率为 0. 2的欧式看跌期权。2)对 App le C股票的美式看跌期权期权进行研究 ,期权报价数据来源于 The

W all Street Journal 2005年 5月 12日的报价 ,而相关的 App le C股票价格均来源于雅虎金融网站。App le C

股票初始价格为 34. 13美元 (为收盘价 ) ,针对其不同执行价格及不同到期时间的美式看跌期权进行研究。

其中无风险利率取为 0. 04 (通过查询知道美国国债利率在 0. 02到 0. 04之间 ,而且利率在此范围内取什么

值 ,几乎没有影响 ) ,波动率为 0. 348 5,采用 2005年 2月 28日到 2005年 5月 11日的历史股票的价格计算

而得到的。

表 1　欧式期权的 MFS求解

股价 准确值 Δt = T Δt = 0. 1 Δt = 0. 05 Δt = 0. 02

2 7. 753 100 7. 753 030 7. 752 970 7. 752 770 7. 752 260

8 1. 798 710 1. 799 160 1. 799 120 1. 799 080 1. 799 030

10 0. 441 972 0. 448 754 0. 448 806 0. 448 852 0. 448 915

15 0. 000 558 0. 000 707 0. 000 707 0. 000 708 0. 000 709

16 0. 000 103 0. 000 138 0. 000 137 0. 000 137 0. 000 137

RMS 0. 000 000 0. 003 033 0. 003 040 0. 003 051 0. 003 075

表 2　App le C股票美式期权

执行价格 到期时间 实际值 B inom ial Imp licit MFS 误差 (MFS)

30 Jun 0. 40 0. 425 1 0. 411 4 0. 402 5 0. 006 3

32. 50 Jun 1 1. 113 8 1. 065 5 1. 032 9 0. 032 9

35 Jun 2. 25 2. 570 3 2. 444 6 2. 332 9 0. 036 8

35 Jul 2. 95 2. 991 9 2. 955 9 2. 936 3 0. 004 6

37. 50 Jul 4. 30 4. 897 8 4. 607 2 4. 519 1 0. 051 0

40 May 6 6. 340 0 6. 168 0 6. 092 5 0. 015 4

42. 50 Jun 8. 20 8. 985 0 8. 848 5 8. 695 6 0. 060 4

42. 50 Jul 8. 60 9. 192 2 9. 026 9 8. 842 5 0. 028 2

45 Jul 10. 20 11. 478 7 11. 281 6 11. 176 3 0. 095 7
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The app lication of the method of fundamental solutions

for solving American put options

TANG Yao2zong
(Department ofMathematics, Kashgar Teachers’College , Xinjiang Kashgar 844007, China)

Abstract: Based on the convection2diffusion fundamental solution method, the resulted canonical form of the

European2style op tion’s p ricing model: B2S differential equation, has been solved. A lso, the MFS method has

been expanded to the American op tion of single asset after considering the characteristics ofMFS and American op2
tion. Finally, numerical examp les, showed the efficiency and p racticability of the algorithm.
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Research into progressiveness of intermediate
point of Lagrange mean value theorem
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Abstract: This paper makes qualitative research on the p rogressiveness of the intermediate point of Largrange

mean value theorem. By studying the situation of f ( ×) in ( a, b) low order derivableness, we found that f ( x) in

( a, b) low order derivative can be popularized to the situation of n order continuous derivableness, furthermore,

that positive integer n can be popularized to positive real number m, a more generalized conclusion is arrived

at: lim
b→a

ξ- a
b - a

m
1

m + 1
.
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