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　　摘 　要 :建立了股票指数的随机微分方程模型 ,采用非参数估计方法对其进行估计 ,并给出了相应的非

参数估计表达式 ,接着给出了具体的非参数估计算法 ,最后利用上证指数的收盘价数据进行实证分析 ,实证

表明该模型能较好的刻画股票指数的许多统计特征 ,非参数估计方法也切实有效 ,模拟效果较好 ,能较好的

预测股票指数的未来趋势。
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近年来 ,非参数时间序列分析引起了国内外统计学者的极大关注 , 并发展了一些较成功的估计方法。

许多研究者提出了各种关于随机微分方程的漂移函数和扩散函数的非参数估计方法。1997年 , Stanton开创

性的使用核函数的方法来近似估计随机过程中的期望函数 ,从而得到漂移函数和扩散函数的非参数估计 ,

后来 Boudoukh (1998)等人作了相应的推广 ; Bandi, Phillip s ( 2003) , N icolau ( 2003) , Gobet, Hoffmann, Reiβ

(2004)等人对一阶随机微分方程的非参数估计问题进行了深入的研究 ; N icolau J. (2007)对二阶随机微分方

程的非参数估计问题也做了很多工作 [ 1 - 5 ]
;而 A it - Sahalia (2002) , Kessler (1997)对随机微分方程的参数估

计和半参数估计方法进行了详细的讨论。非参数估计方法在利率模型 (Hong Y. , H. L i. ( 2005) )、波动率

分析 (B roto C. , Ruiz E. (2004) , RenòR. (2007) )、衍生资产的定价 (RenòR. (2007) , Zhibiao Zhao (2008) )

等方面有着重要的作用 [ 6 - 13 ]
,此处将对随机微分方程的漂移函数和扩散函数进行非参数估计 ,并将其应用

于股票指数的分析和预测。

1　模型的提出

在股票市场里 ,股票指数的变化受诸多因素的影响 ,假设其过程服从以下的随机微分方程 :

dPt =μ( Pt ) d t +σ ( Pt ) dW t

R t = Pt - Pt - 1

(1)



其中 log pt 表示标的资产价格的对数 ,记 Pt = log pt , R t 表示资产的收益率 ,μ( Pt )表示漂移函数 ,σ ( Pt )表示

扩散函数 , W t 是标准布朗运动。目前大多数模型都可以经过把μ( Pt )和σ ( Pt )具体化而得到 ,例如取μ( Pt )

=α0 +α1 Pt +α2 Pt +α3 P
- 1
t ,σ ( Pt ) =σP

λ
t 就得到 A it2Sahalia ( 1996)的模型 ,其漂移函数和扩散函数都是 Pt

的非线性函数 ,若α2 =α3 = 0,λ = 0则可以得到 Vasicek (1977)模型 ,若α2 =α3 = 0, λ = 1则是 Courtadon

(1982)模型 ,若α2 =α3 = 0,λ = 1 /2则是 Cox, Ingersoll和 Ross ( C IR ) ( 1985)模型 ,若 α2 =α3 = 0则得到

Chan, Karolyi, Longstaff和 Sanders (1992)的 CEV模型。

2　非参数估计方法

对于模型 (1)中漂移函数μ( Pt )和扩散函数σ ( Pt ) ,采用非参数的方法对其进行估计 ,主要是因为非参

数估计方法对μ( Pt )和σ ( Pt )的具体形式没有限制。在一系列的假设条件下 [ 10 - 15 ]
, Florens2Zm irou (1993) ,

A it2Sahalia (1996) , J iang Knight (1997) , Stanton (1997) 以及 Bandi and Phillip s (2003)给出了它们的估计

式。Stanton (1997)给出的估计式如下 :

假设考虑的样本区间为 [ 0, T ],记δ= T / n,则 :

μ( x) =
1
δ

6
n - 1

t =0

( P ( t+1)δ - Ptδ) Kh ( Ptδ - x)

6
n - 1

t =0

Kh ( Ptδ - x)

(2)

σ2 ( x) =
1
δ

6
n - 1

t =0

( P ( t+1)δ - Ptδ) 2
Kh ( Ptδ - x)

6
n - 1

t =0
Kh ( Ptδ - x)

, (3)

其中 K (·)是正的、对称的、连续可微的核密度函数 ,并且满足 ∫R K ( u) du = 1, ∫R uK ( u) du = 0, ∫R K
2 ( u) du

< ∞, Kh ( u) =
1
h

K u
h

;常见的有正态核函数、Epanechnikov核函数等。可以证明 :当 h →0, Th →∞,δ→0

时 , μ( x) →
p

μ( x) ;σ2 ( x) →
p

σ2 ( x)。

3　实证分析及其结果

在实际应用中 ,对于随机微分方程往往采用非参数的极大似然方法进行处理 ,假设 p ( ti , xi; ( ti - 1 , xi - 1 ) ,

θ) 是从 xi - 1 到 xi的转移密度函数 ,那么θ的极大似然函数就为 L (θ) = 7
n

i =1
p ( ti , xi; ( ti - 1 , xi - 1 ) ,θ) ,下面根据

以下步骤采用蒙特卡洛模拟方法对 L (θ) 进行估计 :

(1) 假设考虑时间区间为 [ ti - 1 , ti ],则把该区间插入 M 个长度为 h = ( ti - ti - 1 ) /M 的子区间 ,那么方程

dX t =μ( t, X t;θ) d t +σ ( t, X t;θ) dW t (X0 = x0 )通过利用 Euler2Maruyama算法就可以得到 X在 ti 处的近似值 ,
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这样重复 R次就可以得到 X在 ti 处的 R个值 ,记为 X
1
t i
, ⋯, X

r
t i
, ⋯, X

R
t i
,即 X

r
t i
就是 X在 ti 处的第 r次模拟值 ( r

= 1, ⋯, R ) ;

(2) 用第一步得到的 X
1
t i
, ⋯, X

r
t i
, ⋯, X

R
t i
构造非参数的核密度函数来估计转移密度函数.

p
R ( ti , xi; ( ti - 1 , xi - 1 ) ,θ) =

1
R hi

6
R

r =1
K

xi - X
r
t i

hi

(4)

其中 hi 表示在 ti 处的带宽 ,常取 hi = (4 /3) 1 /5
si R

- 1 /5
, si 表示 X

1
t i
, ⋯, X

r
t i
, ⋯, X

R
t i
的标准差 ; K (·)表示核函数 ,

常取 K ( u) =
1

2π
exp -

u
2

2
;

(3) 对每一个 xi 重复以上步骤就可以获得 p
R ( ti , xi; ( ti - 1 , xi - 1 ) ,θ) ,从而就得到了极大似然函数 L

R (θ)

= ∏
n

i = 1
p

R ( ti , xi; ( ti - 1 , xi - 1 ) ,θ) ;

(4) 把极大似然函数变形为 - logL
R (θ) = - 6

n

i = 1
logp

R ( ti , xi; ( ti - 1 , xi - 1 ) ,θ) ,求其最小值 ,用 matlab的命

令 fm incon进行求解就得到了θ的极大似然估计值。

为了说明以上算法的可行性和准确性 ,以下选取上证指数从 2008年 7月 30日到 2008年 12月 25日的

收盘价作为原始数据对模型 (1)进行非参数估计。对于模型 (1)的第一个方程采用如下形式 :

dPt = a ( b - Pt ) d t +σ Pt dW t (5)

　　对于参数集θ= ( a, b,σ) ,取初值为 ( a, b,σ) = (3, 0. 4, 0. 1) ,当置信水平为 95%时的最优估计值为θ=

( a, b,σ) = (0. 067 56, 0. 5, 0. 103 1) ,每个参数的置信区间分别为 [ 0. 067 55, 0. 067 56 ], [ 0. 499 9, 0. 500 1 ]

和 [ 0. 092 4, 0. 113 8 ]。并且可以求出 Pt 在 t = T = 1处的许多统计指标 ,例如 E [ PT ] = 7. 482, D [ PT ] = 0.

079 9, PT 的偏度、峰度、高阶矩等。下面给出模拟的轨迹图 (图 1)。

图 1　真实走势与模拟结果对比图

从图 1可以看出用非参数估计方法模拟出的走势图与真实走势图非常吻合 ,并且置信水平很高 ,从而可

以很好的进行预测。以下给出在参数θ= ( a, b,σ) = ( 0. 067 56, 0. 5, 0. 103 1)的情况下 ,初值为 7. 53, Pt 在

未来一段时间内的走势图 ,如图 2。

从图 2可以看出上证指数在未来一段时间内将上下小幅徘徊 ,经过很长一段时间之后才会有较大的

攀升。
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图 2　上证指数的未来走势图

4　结　论

采用非参数估计的方法进行股票指数模型估计 ,给出了相应的非参数估计表达式 ,但考虑到在实际应

用时并不是很容易 ,给出了在实际估计时的操作步骤. 其主要思想就是用非参数的核密度函数去近似估计

带参数的极大似然函数 ,使得实际操作易于实现. 以上证指数为例进行实证分析 ,实证表明该算法切实可

行 ,并且模拟结果非常理想 ,最后对上证指数在未来的一段时间内的走势进行了预测和分析。
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Nonparametric estimation of stochastic differential

equations and its empirical study on stock index
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Abstract: In this paper, we have p roposed the stochastic differential equation model on stock index and gave

the nonparametric estimators of the infinitesimal coefficients associated with the stochastic differential equation.

Then, the nonparametric estimation algorithm and emp irical study on Shanghai stock exchange index were given. It

has shown that the model could describe many statistical characteristics of stock index; the algorithm was feasible

and could better forecast the tendency about the stock index.
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