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　　摘　要 :在一致 G½teaux可微范数的 Banach空间中 , 研究了一个修正的逼近非扩张映射不动点的粘性

迭代格式 , 并在适当条件下证明了粘性迭代逼近方法的强收敛性.
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设 E为一实 Banach空间 , D为 E的一个非空闭凸子集 , 称映射 T: D→ D为非扩张映射 , 如果‖Tx -

Ty‖≤‖x - y‖, Π , x, y∈ D;以 F ( T)表示 T的不动点集合. 称映射 f: D→D为压缩映射 : 如果存在一实数

ρ∈ (0, 1) , s. t‖f ( x) - f ( y)‖ ≤ρ‖x - y‖, Π x, y∈D.

Banach空间中 ,关于非扩张映射不动点的逼近问题已经被许多作者深入研究 ,并获得了一系列很好的

结果 [ 1 - 5 ]
. 2007年 , Chang

[ 6 ]等引入了逼近非扩张映射不动点的两步迭代格式 , 并在适当条件下证明了迭代

序列的强收敛性定理. 在此基础上 , 定义一个修正的逼近非扩张映射不动点的粘性迭代格式 :

x0 = x ∈ D

yn =βn xn + (1 -βn ) Txn , 　Π n ≥ 0

xn +1 =αn f ( xn ) + (1 -αn ) Tyn

(1)

　　当 f ( xn ) = y时 , 式 (1)便退化为文献 [ 6 ]中定义的两步迭代格式.

1　预备知识

设 E为一实 Banach空间 , E
3为 E的对偶空间 , 以〈. , . 〉表示广义对偶对 ,称 J: E→ 2E 3

为正规对偶映

像 , 如果 :

J ( x) = { f∈ E
3

,〈x, f〉= ‖x‖·‖f‖, ‖x‖ = ‖f‖} , Π x ∈ E (2)

　　设 U = { x∈ E:‖x‖ = 1}为 E的单位球面 , 对任意 x, y ∈U, 如果极限 lim
t→ 0

‖x + ty‖ - ‖x‖
t
一致存在 ,

则称 E的范数一致 G½teaux可微.

设 D为 Banach空间 E的一个非空闭凸子集 , T, f: D→ D分别为非扩张映射和压缩映射. 定义 :

S t ( z) = (1 - t) f ( z) + tTz, Π z∈ D (3)

则对任意 t∈ (0, 1) ,不难验证 S t : D→ D是压缩映像 (有唯一不动点 ) .



引理 1
[ 1 ]　设 E为具有一致 G½teaux可微范数的实 Banach空间 , 则由式 ( 2 )定义的正规对偶映像 J: E

→ 2E3
是单值的 , 并且在 E的任意有界子集上由 E的范数拓扑到 E

3的弱 3拓扑是一致连续的.

引理 2
[ 3 ]　设 E为一实 Banach空间 , E

3是 E的对偶空间 , J: E→2
E 3
是正规对偶映像 , 则对任意 x, y∈

E, 有 :

( a)‖x + y‖2≤‖x‖2
+ 2〈y, j( x + y)〉, Π j( x + y)∈ J ( x + y) ;

( b) ‖x + y‖2≥‖x‖2 + 2〈 y, j( x)〉, Π j( x) ∈ J ( x) .

引理 3
[ 4 ]　设 { an } { bn } { cn }是 3个非负实数列 , 对任意λn∈[ 0, 1 ],如果存在正整数 n0 ,使得 :

an +1 ≤ (1 -λn ) an + bn + cn , Π n ≥ n0

其中 , 6
∞

n =1

λn = ∞, bn = o (λn ) , 6
∞

n =1

cn < ∞, 则 lim
n→∞

an = 0 .

2　主要结果

定理 1　设 E为具有一致 G½teaux可微范数的实 Banach空间 , D为 E的一个非空闭凸子集 , T: D→ D

为非扩张映射且 F ( T)≠Á , f: D→D是具有系数ρ∈ (0, 1)的压缩映射. 设 { xn } { yn }是由式 (1)定义的迭代

序列 , S t是由式 (3)定义的压缩映像且唯一不动点为 zt ,如果αn ,βn , t∈ (0, 1) , 并满足下列条件 :

( i) lim
n→ ∞
αn = 0, 6

∞

n =1

αn = ∞;

( ii) lim
n→∞
‖xn - Txn‖ = 0;

( iii) lim
t→ 1 -
‖zt - p‖ = 0,其中 p∈ F ( T) .

则迭代序列 { xn }有界 , 并且 { xn }强收敛于 F的不动点 p.

证明　设 p∈ F ( T) , 由式 (1)及 T的非扩张性得 :

‖yn - p‖ = ‖βn ( xn - p) + (1 -βn ) ( Txn - p)‖ ≤

βn‖xn - p‖ + (1 -βn )‖Txn - p‖≤ ‖xn - p‖ (4)

对任意 n≥ 0,由式 (1)和 (4)得 :

‖xn +1 - p‖ = ‖αn ( f ( xn ) - p) + (1 -αn ) ( Tyn - p)‖≤

αn‖f ( xn ) - p‖ + (1 -αn )‖Tyn - p‖≤

αn‖f ( xn ) - f ( p)‖ +αn‖f ( p) - p‖ + (1 -αn )‖yn - p‖≤

ραn‖xn - p‖ +αn‖f ( p) - p‖ + (1 -αn )‖xn - p‖ =

[ 1 - (1 -ρ)αn ]‖xn - p‖ +αn‖f ( p) - p‖

记 M =max ‖x0 - p‖,
‖f ( p) - p‖

1 -ρ
, 由数学归纳法得‖xn - p‖≤M. 又因为 :

‖Txn - p‖≤ ‖xn - p‖, ‖Tyn - p‖≤ ‖yn - p‖ ≤ ‖xn - p‖, n ≥ 0 (6)

所以 { xn } { yn } { Txn } { Tyn }均为有界序列.

另一方面 ,由式 (1) (4)和引理 2 ( a) ,有 :

‖xn +1 - p‖2
= ‖(1 -αn ) (Tyn - p) +αn ( f ( xn ) - p)‖2 ≤　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

(1 -αn ) 2‖yn - p‖2
+ 2αn〈 f ( xn ) - p, J ( xn +1 - p)〉≤

(1 -αn ) 2‖xn - p‖2
+ 2αn〈 f ( xn ) - f ( p) , J (xn +1 - p)〉+ 2αn〈 f (p) - p, J (xn +1 - p)〉≤

(1 -αn ) 2‖xn - p‖2
+ 2αn‖f ( xn ) - f ( p)‖·‖xn +1 - p‖ + 2αn〈 f ( p) - p, J ( xn +1 - p)〉≤
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(1 -αn ) 2‖xn - p‖2
+ραn (‖xn - p‖2

+‖xn +1 - p‖2 ) + 2αn〈 f (p) - p, J (xn +1 - p)〉

记 M 1 = sup
n≥ 0
‖xn - p‖2

,并整理上式得 :

‖xn +1 - p‖2 ≤
(1 -αn ) 2

+ραn

1 -ραn

‖xn - p‖2
+

2αn

1 -ραn

〈 f ( p) - p, J ( xn +1 - p)〉≤　　　　　

1 -
2 (1 -ρ)αn

1 -ραn

‖xn - p‖2
+

2αn

1 -ραn

〈 f ( p) - p, J ( xn +1 - p)〉+
αn

2

1 -ραn

M 1 (7)

　　如果 zt为 S t ( z)的唯一不动点 ,则由式 (3)得 :

xn - zt = (1 - t) ( xn - f ( zt ) ) + t ( xn - Tzt ) , Π n ≥ 0, t∈ (0, 1) (8)

由式 (8)和引理 2 ( b)得 :

t
2‖xn - Tzt‖

2
= ‖ ( xn - zt ) - (1 - t) ( xn - f ( zt ) ) ‖2 ≥　　　　　　

‖xn - zt‖
2

- 2 (1 - t)〈 xn - f ( zt ) , J ( xn - zt )〉=

‖xn - zt‖
2

- 2 (1 - t)〈 xn - zt + zt - f ( zt ) , J ( xn - zt )〉=

[ 1 - 2 (1 - t) ]‖xn - zt‖
2

+ 2 (1 - t)〈 f ( zt ) - zt , J ( xn - zt )〉 (9)

由 T的非扩张性 ,并整理式 (9)得 :

〈 f ( zt ) - zt , J ( xn - zt )〉≤ 1 - 2 t
2 (1 - t)
‖xn - zt‖

2
+

t
2

2 (1 - t)
‖Tzt - xn‖

2
= 　　　　　　　　　　　　　　

2 t - 1
2 (1 - t)

{‖Tzt - xn‖
2

- ‖xn - zt‖
2

} +
1 - t

2
‖Tzt - xn‖

2 ≤

2 t - 1
2 (1 - t)

{ (‖Tzt - Txn‖ +‖Txn - xn‖) 2
- ‖xn - zt‖

2
} +

1 - t
2
‖Tzt - xn‖

2 ≤

2 t - 1
2 (1 - t)

{ 2‖zt - xn‖·‖Txn - xn‖ +‖Txn - xn‖
2

} +
1 - t

2
‖Tzt - xn‖

2

　　由于 { xn }有界 ,由 ( iii)得 { zt }强收敛于 p∈ F ( T) ,即 { zt }有界 , 又因为 :

‖Tzt - xn‖≤ ‖Tzt - p‖ +‖xn - p‖≤ ‖zt - p‖ +‖xn - p‖ (10)

所以 {‖Tzt - xn‖}有界. 记 K1 = sup
t∈ ( 0, 1)

{‖Tzt - xn‖, ‖zt - xn‖, ‖xn - p‖} <∞, 则 :

〈 f ( zt ) - zt , J ( xn - zt )〉≤ 2 t - 1
2 (1 - t)

{ 2K1‖Txn - xn‖ +‖Txn - xn‖
2

} +
1 - t

2
K

2
. (11)

由 ( ii)和式 (11)得 :

lim sup
n→∞
〈 f ( zt ) - zt , J ( xn - zt )〉≤ 1 - t

2
K

2
1 , t∈ (0, 1) (12)

即对 Πε> 0,存在 N > 0,使 :

〈 f ( zt ) - zt , J ( xn - zt )〉≤ 1 - t
2

K
2
1 +ε, Π n ≥ N , t∈ (0, 1) (13)

　　又因为序列 { zt }强收敛于 p, 由引理 1得 :

lim sup
t→ 1 -
〈 f ( zt ) - zt , J ( xn - zt )〉=〈 f ( p) - p, J ( xn - p)〉≤ε, Π n ≥ N 1 (14)

由式 (14)及ε的任意性 ,得 :

lim sup
t→ 1 -
〈 f ( p) - p, J ( xn - p) 〉≤ 0 (15)

令γn =max{〈 f ( p) - p, J ( xn - p)〉, 0}≥ 0, 由式 (15)可知 0≤γn≤ε, 即 :

lim
n→∞
γn = 0 (16)

由式 (7)和式 (16)得 :
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‖xn +1 - p‖2 ≤ 1 -
2 (1 -ρ)αn

1 -ραn

‖xn - p‖2
+

2αn

1 -ραn

〈 f ( p) - p, J ( xn +1 - p)〉+
αn

2

1 -ραn

M 1 ≤

1 -
2 (1 -ρ)αn

1 -ραn

‖xn - p‖2
+
αn

1 -ραn

(2γn +αnM 1 ) (17)

在式 (17)中取λn =
2 (1 -ρ)αn

1 -ραn

∈ (0, 1) , bn =
αn

1 -ραn

(2γn +αnM 1 ) , cn = 0, 由 ( i)和引理 3得 :

lim
n→ ∞
‖xn - p‖ = 0 (18)

即序列 { xn }强收敛于不动点 p∈ F ( T) .
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Viscosity approximation of fixed point for nonexpansive mappings

TANG Yan, W EN Dao2jun
(College ofMathematics and Statistics, Chongqing Technology and Business University, Chongqing 400067, China)

Abstract: In this paper, a modified viscosity app roximation scheme is p roposed for app roximating the fixed

point of nonexpansive mapp ings in a real Banach space with a uniform ly G½teaux differentiable norm , whose strong

convergence is p roved under some suitable conditions.
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