
© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

第 26卷第 4期
Vol126　NO. 4

　　　　　　　　
重庆工商大学学报 (自然科学版 )

J Chongqing Technol Business Univ1 (Nat Sci Ed)
　 　　　　　　　

2009年 8月
Aug12009

　　文章编号 : 1672 - 058X (2009) 04 - 0322 - 05

Stolz定理数列形式的一个逆命题及其推广

庹 亚 林
(重庆师范大学 数学与计算机科学学院 ,重庆 401331)

　　收稿日期 : 2009 - 04 - 17;修回日期 : 2009 - 05 - 10.

　　作者简介 :庹亚林 (1987 - ) , 男 , 重庆市酉阳人 ,在读本科学生 ,从事数学分析研究.

　　摘 　要 : Stolz定理是数学分析中解决 3
0
型和 3

∞
型极限的一个重要工具. 给出了其逆命题成立的一个充

要条件 ,并将其推广到函数形式 ,解决了一些问题 ,所得到的结论是对 Stolz定理的进一步推广.
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Stolz定理是数学分析中极限理论的重要内容 ,是解决 3
0
型和 3

∞
型极限的一个重要工具 ,它使得许多常

见的经典之例得到巧解和扩充 [ 1 - 5 ]
. 近年来 ,许多学者对 Stolz定理进行了不同方面的推广. 文献 [ 1 ]给出了

Stolz定理各种形式的推广 ,列举了一些典型的例题. 文献 [ 2 ]将 Stolz定理推广到函数形式 ,并给出了证明.

文献 [ 6 ]用另一种方法证明了函数形式的 Stolz定理 ,并给出了一些类似定理. 文献 [ 7 ]中引用文献 [ 2 ]将其

推广到 Toep litz定理 ,作者在此基础上将 Stolz定理和 Toep litz定理进行了推广 ,得到一系列重要的结论. 文献

[ 8 ]中 ,作者指出了 Stolz定理和 L’Hosp ital法则之间的联系 ,并给出了相互的推导. 文献 [ 9 ]中 ,作者在差分

方向上做了推广. 此处指出了 Stolz定理逆命题成立的一个充要条件 ,并给出了证明 ,同时得到
3
0
型的类似

情况.

定理 1
[ 10 ] ( Stolz定理 ) 　若 lim

n→ + ∞
yn = + ∞,且 yn 从某一项开始严格单调增加 ,如果 lim

n→ + ∞

xn - xn - 1

yn - yn - 1

= l ( l为

有限数 , + ∞或 - ∞) ,则 lim
n→ + ∞

xn

yn

= l.

Stolz定理的逆命题不一定正确 , 例如 xn = ( - 1 ) n
, yn = n 时 , lim

n→ + ∞

xn

yn

= 0, lim
n→ + ∞

xn - xn - 1

yn - yn - 1

=

( - 1) n - ( - 1) n - 1 = { - 2, 2, - 2, 2, ⋯}极限不存在 ,下面探讨在何种情况下 ,其逆命题成立.

定理 2　 lim
n→ + ∞

yn = + ∞,且 yn 从某一项开始严格单调增加.

(1) lim
n→ + ∞

yn

yn - yn - 1

=A (A为有限数 ) ,若 lim
n→ + ∞

xn

yn

= l ( l为有限数 , + ∞,或 - ∞) ,则 lim
n→ + ∞

xn - xn - 1

yn - yn - 1

= l;

(2) lim
n→ + ∞

xn

xn - xn - 1

=A (A为有限数 ) ,若 lim
n→ + ∞

xn

yn

= l ( l为有限数 , + ∞,或 - ∞) , 则 lim
n→ + ∞

xn - xn - 1

yn - yn - 1

= l.

证明 　 (1) 当 l为有限数时 ,由于 lim
n→ + ∞

xn

yn

= lΖ Πε> 0, ϖ N 1 > 0,当 n >N 1时 ,有
xn

yn

- l <ε,又因为 lim
n→ + ∞

yn = + ∞,且 yn 从某一项开始严格单调增加 ,故 ϖ N 2 >N 1 ,当 n >N2 时 , yn - yn - 1 > 0,所以 | xn - lyn | <ε| yn | ,
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| xn - 1 - lyn - 1 | <ε| yn - 1 | ,于是 :

xn - xn - 1

yn - yn - 1

- l =
xn - xn - 1 - lyn + lyn - 1

yn - yn - 1

≤　　　　　　　　　

xn - lyn

yn - yn - 1

+
xn - 1 - lyn - 1

yn - yn - 1

≤
ε( | yn | +| yn - 1 | )

| yn - yn - 1 |
≤

2ε | yn |

| yn - yn - 1 |
(1)

　　因为 lim
n→ + ∞

yn

yn - yn - 1

=A,所以对上述ε, ϖ N 3 > 0, n >N 3 时 ,有
yn

yn - yn - 1

- A <ε,取ε= 1,有
| yn |

| yn - yn - 1 |
-

|A | ≤
yn

yn - yn - 1

- A < 1, 所以
| yn |

| yn - yn - 1 |
< | A | + 1. 从而

xn - xn - 1

yn - yn - 1

- l <
2ε| yn |

| yn - yn - 1 |
< 2ε ( 1 + | A | ) ,

即 lim
n→ + ∞

xn - xn - 1

yn - yn - 1

= l.

(2) 当 l为 + ∞时 ,因为 lim
n→ + ∞

xn

yn

= + ∞,故当 n充分大时 , xn > yn > 0, lim
n→ + ∞

xn = + ∞,而 xn 在某项后严格

单增 ,所以 lim
n→ + ∞

yn

xn

= 0,又有 lim
n→ + ∞

xn

xn - xn - 1

=A. 由式 (1)知 , lim
n→ + ∞

yn - yn - 1

xn - xn - 1

= 0,所以 lim
n→ + ∞

xn - xn - 1

yn - yn - 1

= + ∞.

(3) 当 l为 - ∞时 , 因为 lim
n→ + ∞

xn

yn

= - ∞, 所以 lim
n→ + ∞

-
xn

yn

= + ∞, 又 lim
n→ + ∞

xn

xn - xn - 1

= A. 由式 ( 2 )知

lim
n→ + ∞

-
xn - xn - 1

yn - yn - 1

= + ∞,故 lim
n→ + ∞

xn - xn - 1

yn - yn - 1

= - ∞.

注 : ①定理 2中条件 lim
n→ + ∞

yn

yn - yn - 1

= A及 lim
n→ + ∞

xn

xn - xn - 1

= A可以改写成
yn

yn - yn - 1

有上界 ( n→ + ∞)和

xn

xn - xn - 1

有上界 ( n→ + ∞) . 作进一步思考此条件是否还可减弱 ;

②定理 2是一个充要条件 ,其必要性由 Stolz定理立即可得 ;

③条件
yn

yn - yn - 1

有上界 ( n→ + ∞)限制了一些数列无法满足定理 2.

例 1　求 lim
n→ + ∞

n
k

- n - 1
k

e
n

- e
n - 1 (其中 k为常数 ) .

解 　令 yn = e
n
, xn = n

k
,则有 lim

n→+∞

e
n

e
n

- e
n - 1 =

1
1 - e

- 1 ,又由 lim
n→+∞

yn = + ∞,且 yn 严格单调增加 ,而级数

6
∞

n =0

n
k

e
n 收敛 (由达朗贝尔判别法 ) ,由级数收敛的必要条件知 lim

n→+∞

n
k

e
n = 0. 由定理 2知 lim

n→ + ∞

n
k - n

k - 1

e
n - e

k - 1 = 0.

例 2　已知 lim
n→ + ∞

n!

e
n = + ∞,求 lim

n→ + ∞

n! - ( n - 1) !

e
n - e

n - 1 .

解 　令 yn = n! , xn = e
n
,因为 lim

n→ + ∞
yn = + ∞,且 yn 严格单调增加 ,则 lim

n→ + ∞

x
n

x
n

- x
n - 1 =

1
1 - e

- 1 , 由定理 2知

lim
n→ + ∞

n! - ( n - 1) !

e
n

- e
n - 1 = + ∞.

例 3　已知 lim
n→ + ∞

( n! ) k

n
n = 0求 lim

n→ + ∞

( n! ) k - ( ( n - 1) ! ) k

n
n - ( n - 1) n - 1 (其中 k为常数 ) .

解 　令 yn = n
n
, xn = ( n! ) k

,因为 lim
n→ + ∞

yn = + ∞,且 yn 严格单调增加 ,于是 :

lim
n→+∞

yn

yn - yn - 1

= lim
n→+∞

n
n

n
n

- ( n - 1) n - 1 = lim
n→+∞

1

1 -

n - 1
n

n - 1

n

=
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lim
n→+∞

1

1 -

n - 1
n

n - 1

n

= lim
n→+∞

1

1 -
1 -

1
n

n - 1

n

= lim
n→+∞

1

1 -
1 -

1
n

( - n) 1 - n
n

n

= lim
n→+∞

1

1 -
e

- 1

n

= 1

由定理 2知 lim
n→ + ∞

( n! ) k - ( ( n - 1) ! ) k

n
n

- ( n - 1) n - 1 = 0.

以上给出了定理 2的几个具体例子 ,事实上该定理还可以推广成如下形式 :

推论 1　 lim
n→ + ∞

yn = + ∞,且 yn 从某一项开始严格单调增加 ,

(1) lim
n→ + ∞

yn

yn - yn - k

=A (A为有限数 ) ,若 lim
n→ + ∞

xn

yn

= l ( l为有限数 ) ,则 lim
n→ + ∞

xn - xn - k

yn - yn - k

= l;

(2) lim
n→ + ∞

xn

xn - xn - k

=A (A为有限数 ) ,若 lim
n→ + ∞

xn

yn

= ±∞,则 lim
n→ + ∞

xn - xn - k

yn - yn - k

= ±∞.

对于 0
0
型的 Stolz定理亦有相应的结论如下 :

定理 3　数列 yn 严格单减 , xn , yn 是 n→ + ∞的无穷小量 ,若
yn

yn - yn - 1

有上界 ( n→ + ∞) , lim
n→ + ∞

xn

yn

=

l ( l为有限数 ) ,则 lim
n→ + ∞

xn - xn - 1

yn - yn - 1

= l;若
xn

xn - xn - 1

有上界 ( n→ + ∞) , lim
n→ + ∞

xn

yn

= ±∞,则 lim
n→ + ∞

xn - xn - 1

yn - yn - 1

= ±∞.

下面分别将定理 2和定理 3推广到函数形式.

定理 4　函数 f ( x)和 g ( x) , T为任意常数 ,且 T > 0 , Π x≥a, 有 g ( x + T) > g ( x) , lim
x→ + ∞

g ( x) = + ∞,则 :

(1) lim
x→ + ∞

g ( x)

g ( x) - g ( x + T)
=A (A为有限数 ) ,若 lim

x→ + ∞

f ( x)

g ( x)
= l ( l为有限数 ) ,则 lim

x→ + ∞

f ( x) - f ( x + T)

g ( x) - g ( x + T)
= l;

(2) lim
x→ + ∞

f ( x)

f ( x) - f ( x + T)
=A (A为有限数 ) ,若 lim

x→ + ∞

f ( x)

g ( x)
= ±∞ ,则 lim

x→ + ∞

f ( x) - f ( x + T)

g ( x) - g ( x + T)
= ±∞.

证明 　 (1)当 l为有限数时 ,要证 lim
x→ + ∞

f ( x) - f ( x + T)

g ( x) - g ( x + T)
= l,只须证 lim

n→ + ∞

f ( x + nT) - f ( x + ( n + 1) T)

g ( x + nT) - g ( x + ( n + 1) T)
= l.

即 Πε> 0, ϖ N > 0,当 n >N 时 ,对于 Π x∈ a, a + nT ,有
f ( x + nT) - f ( x + ( n + 1) T)

g ( x + nT) - g ( x + ( n + 1) T)
- l <ε.

因为 lim
x→ + ∞

f ( x)

g ( x)
= lΖ Πε> 0, ϖ N1 > 0,当 n >N 1时 ,对于 x∈[ a, a + nT ],有

f ( x + ( n + 1) T)

g ( x + ( n + 1) T)
- l <ε. 所

以 , | f ( x + ( n + 1) T) - lg ( x + ( n + 1) T) | <ε| g ( x + ( n + 1) T) | , | f ( x + nT) - lg ( x + nT) | <ε| g ( x + nT) |.

又因为 lim
x→ + ∞

g ( x)

g ( x) - g ( x + T)
=A Ζ Πε> 0, ϖ N 2 > 0,当 n >N 2时 ,对于 x∈[ a, a + nT ],有 :

g ( x + nT)

g ( x + nT) - g ( x + ( n + 1) T)
- A <ε (2)

则
f ( x + ( n + 1) T) - f ( x + nT)

g ( x + ( n + 1) T) - g ( x + nT)
- l ≤

f ( x + ( n + 1) T) - f ( x + nT) - lg ( x + ( n + 1) T) + lg ( x + nT)

g ( x + ( n + 1) T) - g ( x + nT)
≤

| f ( x + ( n + 1) T) - lg ( x + ( n + 1) T) | + | f ( x + nT) - lg ( x + nT) |
| g ( x + ( n + 1) T) - g ( x + nT) |

≤

ε( | g ( x + ( n + 1) T) | + | g ( x + nT) | )

| g ( x + ( n + 1) T) - g ( x + nT) |
≤ε+

2ε| g ( x + nT) |
| g ( x + ( n + 1) T) - g ( x + nT) |

由式 (2) ,
g ( x + nT)

g ( x + ( n + 1) T) - g ( x + nT)
+A ≤ε,故

g ( x + nT)

g ( x + ( n + 1) T) - g ( x + nT)
< 1 + |A | ,
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f ( x + ( n + 1) T) - f ( x + nT)

g ( x + ( n + 1) T) - g ( x + nT)
- l ≤ (2 |A | + 3)ε,即 lim

x→ + ∞

f ( x) - f ( x + T)

g ( x) - g ( x + T)
= l.

(2) 当 l为 + ∞时 ,因为 Π x≥a,有 g ( x + T) > g ( x) . 所以 g ( x + T) - g ( x) > 0,又因为 lim
x→ + ∞

f ( x)

g ( x)
= +

∞,易知当 x充分大时 , f ( x + T) - f ( x) > 0且 lim
x→ + ∞

f ( x) = + ∞,所以 lim
x→ + ∞

g ( x)

f ( x)
= 0,又由 lim

x→ + ∞

f ( x)

f ( x) - f ( x + T)

=A及式 (1) ,知 lim
x→ + ∞

g ( x) - g ( x + T)

f ( x) - f ( x + T)
= 0,即 lim

x→ + ∞

f ( x) - f ( x + T)

g ( x) - g ( x + T)
= + ∞.

(3) 当 l为 - ∞时 ,因为 lim
x→ + ∞

f ( x)

g ( x)
= - ∞,所以 lim

x→ + ∞
-

f ( x)

g ( x)
= + ∞,又由 lim

x→ + ∞

f ( x)

f ( x) - f ( x + T)
= A及式

(2)知 , lim
x→ + ∞

-
f ( x) - f ( x + T)

g ( x) - g ( x + T)
= + ∞,即 lim

x→ + ∞

f ( x) - f ( x + T)

g ( x) - g ( x + T)
= - ∞.

注 : ①定理 4 中条件 lim
x→ + ∞

g ( x)

g ( x) - g ( x + T)
= A 及 lim

x→ + ∞

f ( x)

f ( x) - f ( x + T)
= A 可以分别改写成

g ( x)

g ( x) - g ( x + T)
和 f ( x)

f ( x) - f ( x + T)
有上界 ( n→ + ∞) . 还在思考此条件是否还能减弱 ;

②定理 4是一个充要条件 ,其必要性由 Stolz定理立即可得 ;

③条件
g ( x)

g ( x) - g ( x + T)
和

f ( x)

f ( x) - f ( x + T)
有上界 ( x→ + ∞)限制了一些函数无法满足定理 4.

例 4　 (1) 若 lim
x→ + ∞

f ( x)

e
x = l (有限数 ) ,求 lim

x→ + ∞

f ( x) - f ( x + T)

e
x - e

x + T (其中 T为正常数 ) .

(2) 若 lim
x→ + ∞

f ( x)

e
x = + ∞,求 lim

x→ + ∞

f ( x) - f ( x + T)

e
x

- e
x + T .

解　(1) 因为 lim
x→ +∞

f ( x)

e
x = lim

x→ +∞

1
1 - e

T =
1

1 - e
T , e

x 在 [ a, +∞)上严格单增 ,由定理 4知 lim
x→ +∞

f ( x) - f ( x + T)

e
x

- e
x + T = l.

(2) 满足定理 4的条件 ,故 lim
x→ + ∞

f ( x) - f ( x + T)

e
x - e

x + T = l.

注 :由于对函数 f ( x)本身的性质并不了解 ,就不能用洛必达法则.

定理 5　函数 f ( x)和 g ( x) , T为任意正常数 , Π x≥a, 有 g ( x + T) < g ( x) , lim
x→ + ∞

g ( x) = lim
x→ + ∞

f ( x) = 0,则 :

　　 (1)
g ( x)

g ( x) - g ( x + T)
有上界 ( x→ + ∞) ,若 lim

x→ + ∞

f ( x)

g ( x)
= l ( l为有限数 ) ,则 lim

x→ + ∞

f ( x) - f ( x + T)

g ( x) - g ( x + T)
= l;

(2)
f ( x)

f ( x) - f ( x + T)
有上界 ( x→ + ∞) ,若 lim

x→ + ∞

f ( x)

g ( x)
= ±∞, 则 lim

x→ + ∞

f ( x) - f ( x + T)

g ( x) - g ( x + T)
= ±∞.
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A converse proposition

of the sequence form of Stolz theore m and its generalizations
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(College of Mathematics and Computer Science,

Chongqing Normal University , Chongqing 401331, China)

Abstract: Stolz theorem is an important tool in the mathematical analysis to solve the lim it of
3
0

and
3
∞

type.

Many scholars use different methods to p rove the Stolz theorem, and from different directions to generalize a series

of important research results. In this paper, we set up a necessary and sufficient condition of the inverse p roposition

of the Stolz theorem, generalize it to the function form, and solve some p roblem s. The conclusions of this paper is

the further generalization of the Stolz theorem.

Key words: Stolz theorem; sequence form; converse p roposition; necessary and sufficient conditions;

function form
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