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　　摘 　要 :从对数求导法则出发 ,给出了 n个函数乘幂的幂指函数及 n次复合的幂指函数的概念和一系列

求导公式 ,充实了一元函数微分学的理论与教学.
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定理 1
[ 1 ] 　幂指函数 y = [ f ( x ) ]

φ( x)的导数公式 ( f ( x) > 0; f,φ均为可微函数 ) : y′= [ f ( x ) ]
φ( x)

[φ ( x )

lnf ( x) ]′,将利用它推出一些特殊幂指函数的导数公式.

1　n个函数乘幂的幂指函数概念和求导公式

1. 1　n个指数函数乘幂的幂指函数

为简便 ,作符号约定 : y[ n ] = ( a
x )

( ax) N ( ax)

共 n个指数函数乘幂. 令 y[ 0 ] = 1, y[ n ] ! = y[ n ] y[ n - 1 ] ⋯y[ 2 ] y[ 1 ] ,

y[m ] = 0 (当 m < 0) .

定理 2　幂指函数 y[ n ]的求导公式 (其中 n > 1,且 n∈N ) :

y′[ n ] = y[ n ] ·lna·y[ n - 1 ]

1 + ( x lna) ·y[ n - 2 ] + ( x lna) 2 ·y[ n - 2 ] ·y[ n - 3 ] + ⋯ + ( x lna) j

·y[ n - 2 ] ⋯y[ n - 1 - j] + ⋯ + ( x lna) n - 2 ·y[ n - 2 ] ! + ( x lna) n - 1 ·y[ n - 2 ] !
(1)

其中 1≤j≤n - 1, j∈N. 特别地 ,当 n = 1时 ,得到指数函数 a
x 的求导公式 y′[ 1 ] = a

x lna.

证明 　 (1) 当 n = 2时 ,即 y[ 2 ] = ( a
x )

( ax)
; y′[ 2 ] = ( a

x )
( ax)

· lna· ( xa
x ) ′= y[ 2 ] · lna·y[ 1 ] ( 1 + x lna) ,公

式 (1)成立.
(2) 假定当 n = k - 1时公式 (1)成立 ,即 :

y[ k - 1 ] = ( a
x )

( ax) N ( ax)

y′[ k - 1 ] = y[ k - 1 ] ·lna·y[ k - 2 ]

1 + ( x lna) ·y[ k - 3 ] + ( x lna) 2 ·y[ k - 3 ] ·y[ k - 4 ] + ⋯ +

( x lna) i ·y[ k - 3 ] ·y[ k - 4 ] ⋯y[ k - 2 - i ] + ⋯ +

( x lna) k - 3 ·y[ k - 3 ] ! + ( x lna) k - 2 ·y[ k - 3 ] !

当 n = k时 ,即有 y[ k ] = a
xy [ k - 1 ] ;两边取对数得 lny[ k ] = xy[ k - 1 ] · lna;两边再对 x求导得 :

1
y[ k ]

y′[ k ] = lna·

( xy[ k - 1 ] ) ′. 于是有 :

y′[ k ] = y[ k ] ·lna· ( y[ k - 1 ] + xy′[ k - 1 ] ) =



y[ k ] ·lna·y[ k - 1 ] 1 + x·lna·y[ k - 2 ]

1 + ( x lna) y[ k - 3 ] + ( x lna) 2 ·y[ k - 3 ] y[ k - 4 ]

+ ⋯ + ( x lna) i ·y[ k - 3 ] ⋯y[ k - 2 - i ] + ⋯ +

( x lna) k - 3 ·y[ k - 3 ] ! + ( x lna) k - 2 ·y[ k - 3 ] !

=

y[ k ] ·lna·y[ k - 1 ]

1 + ( x lna) ·y[ k - 2 ] + ( x lna) 2 ·y[ k - 2 ] ·y[ k - 3 ] + ⋯ + ( x lna) i+1

·y[ k - 2 ] ⋯y[ k - 2 - i ] + ⋯ + ( x lna) k - 2 ·y[ k - 2 ] ! + ( x lna) k - 1 ·y[ k - 2 ] !

令 j = i + 1

y[ k ] ·lna·y[ k - 1 ]

1 + ( x lna) ·y[ k - 2 ] + ( x lna) 2 ·y[ k - 2 ] ·y[ k - 3 ] + ⋯ + ( x lna) j

·y[ k - 2 ] ⋯y[ k - 1 - j] + ⋯ + ( x lna) k - 2 ·y[ k - 2 ] ! + ( x lna) k - 1 ·y[ k - 2 ] !

其中 1≤i, j≤n - 1,且 i, j∈N. 由数学归纳法易知公式 (1)成立.

推论 1　当 a = e时 ,则 y[ n ] = ( e
x )

( ex) N ( ex)

,

y′[ n ] = y[ n ] y[ n - 1 ]

1 + x·y[ n - 2 ] + x
2 ·y[ n - 2 ] ·y[ n - 3 ] + ⋯ + x

j·y[ n - 2 ] ⋯y[ n - 1 - j]

+ ⋯ + x
n - 2 ·y[ n - 2 ] ! + x

n - 1 ·y[ n - 2 ] !
(2)

其中 1≤j≤n - 1, j∈N.

1. 2　n个幂函数乘幂的幂指函数

为简便 ,作符号约定 : y( n) = ( x
a )

( xa) N ( xa)

共 n个幂函数乘幂 ,令 y( 0) = 1, y( n) ! = y( n) y( n - 1) ⋯y( 2) y( 1) , y(m )

= 0 (当 m < 0) .

定理 3　幂指函数 y( n)的求导公式 (其中 n > 1,且 n∈N ) :

y′( n) = a· 1
x
·y( n) ·y( n - 1)

1 + ( a lnx) ·y( n - 2) + ( a lnx) 2 ·y( n - 2) ·y( n - 3) + ⋯ + ( a lnx) j

y( n - 2) ⋯y( n - 1 - j) + ⋯ + ( a lnx) n - 2 ·y( n - 2) ! + ( a lnx) n - 1 ·y( n - 2) !
(3)

其中 1≤j≤n - 1, j∈N. 特别地 ,当 n = 1时 ,得到幂函数 x
a 的求导公式 y′( 1) = ax

a - 1
,上式的证明类似于

公式 (3) .

推论 2　当 a = 1时 ,则 y( n) = ( x)
( x) N

( x)

,

y′( n) =
1
x
·y( n) ·y( n - 1)

1 + ( lnx) ·y( n - 2) + ( lnx) 2 ·y( n - 2) ·y( n - 3) + ⋯ + ( lnx) j

·y( n - 2) ⋯y( n - 1 - j) + ⋯ + ( lnx) n - 2 ·y( n - 2) ! + ( lnx) n - 1 ·y( n - 2) !
(4)

其中 1≤j≤n - 1, j∈N.

1. 3　特殊类型的幂指函数

为简便 ,作符号约定 : y〈n〉 = ( a
x )

( xb) ( ax) N

, y{ n} = ( x
b )

( ax) ( xb) N

, y〈0〉 = y{ 0} = 1, y〈m 〉 = y{m } = 0 (当 m < 0) .

定理 4　幂指函数 y〈n〉, y{ n}的求导公式 (其中 n > 1,且 n∈N ) :

y′〈n〉 = lna·y〈n〉 ( y{ n - 1} + x·y′{ n - 1} ) (5)

y′{ n} = b·y{ n}
1
x
·y〈n - 1〉 + lnx·y′〈n - 1〉 (6)

利用公式 (5)和 (6)可分别得出 ,当 n为奇数或偶数时 , y〈n〉和 y{ n}的最终导数公式.

推论 3　当 a = e, b = 1时 , y〈n〉 = ( e
x )

( x) ( ex) N

, y{ n} = ( x)
( ex) ( x) N

;

y′〈n〉 = y〈n〉 ( y{ n - 1} + x·y′{ n - 1} ) (7)

y′{ n} = y{ n}
1
x
·y〈n - 1〉 + lnx·y′〈n - 1〉 (8)

2　n次复合的幂指函数的概念和求导公式

2. 1　第一类 n次复合的幂指函数

为简便 ,作符号约定 : ( a
x ) [ n ] = (⋯ ( ( a

x ) ax
) ⋯) ax

, ( x
b ) [ n ] = (⋯ ( ( x

b ) xb
) ⋯) xb

共复合 n次.

定理 5　n次复合的幂指函数 ( a
x ) [ n ] , ( x

a ) [ n ]的求导公式 :

( a
x ) [ n ] = ( a

x ) [ n ] ·lna·a
( n - 1) x

[ 1 + ( n - 1) ·x·lna ] (9)

( x
b ) [ n ] = ( x

b ) [ n ] ·b· 1
x
·x

( n - 1) b
[ 1 + ( n - 1) ·b·lnx ] (10)

　　证明 　　　　　　　　　　 ( a
x ) [ n ] = (⋯ ( ( a

x ) ax
) ⋯) ax

= a
x·ax⋯ax

= a
x·a ( n - 1) x

( x
b ) [ n ] = (⋯ ( ( x

b ) xb
) ⋯) xb

= x
b·xb⋯xb

= x
b·x ( n - 1) b
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两边取对数后再对 x求导得 :

( a
x ) ′[ n ] = a

x·a ( n - 1) x

·lna·[ x·a
( n - 1) x

]′= ( a
x ) [ n ] ·lna·a

( n - 1) x
[ 1 + ( n - 1) ·x·lna ]

( x
b ) ′[ n ] = ( x

b ) [ n ] ·b·[ lnx·x
( n - 1) b

]′= ( x
b ) [ n ] ·b· 1

x
·x

( n - 1) b
[ 1 + ( n - 1) ·b·lnx ]

故公式 (9)和 (10)成立.

推论 4　当 a = e, b = 1时 ,则 ( ex ) [ n ] = (⋯ ( ( ex ) ex
) ⋯) ex

, ( x) [ n ] = (⋯ ( ( x) x ) ⋯) x
,

( e
x ) ′[ n ] = ( e

x ) [ n ] ·e
( n - 1) x ·[ 1 + ( n - 1) ·x ] (11)

( x) ′[ n ] = ( x) [ n ] ·
1
x
·x

( n - 1)
[ 1 + ( n - 1) lnx ] (12)

2. 2　第二类 n次复合的幂指函数

为简便 ,作符号约定 : ( ( a
x ) xb

) [ n ] = (⋯ ( ( a
x ) xb

) ax

⋯) , ( ( x
b ) ax

) [ n ] = (⋯ ( ( x
b ) ax

) xb

⋯)共复合 n次.

定理 6　n次复合的幂指函数 ( ( a
x ) xb

) [ n ] , ( ( x
b ) ax

) [ n ]的求导公式 :

( ( a
x ) x b

) ′[ n ] =

( ( a
x ) xb

) [ n ] lna·a
n
2 - 1 x ·x

n
2 b

1 +
n
2

b + x lna n
2

- 1 ,当 n为偶数

( ( a
x ) xb

) [ n ] lna·a
n - 1

2 x ·x
n - 1

2 b
1 +

n - 1
2

b + x lna n - 1
2

,当 n为奇数
(13)

( ( x
b ) ax

) ′[ n ] =

( ( x
b ) ax

) [ n ] b·a
n
2 x ·x

n
2 - 1 b 1

x
+

n
2

ln ( a + x) +
1
x

n
2

- 1 b lnx ,当 n为偶数

( ( x
b ) ax

) [ n ] b·a
n - 1

2 x ·x
n - 1

2 b 1
x

+
n - 1

2
ln ( a + x) +

1
x

n - 1
2

b lnx ,当 n为奇数
(14)

其证明类似于公式 (9)和 (10) .

推论 5　当 a = e, b = 1时 , ( ( ex ) x ) [ n ] = (⋯ ( ( ex ) x ) ex

⋯) , ( ( x) ex
) [ n ] = (⋯ ( ( x) ex

) x ⋯)

( ( ex ) x ) ′[ n ] =

( ( e
x ) x ) [ n ] ·e

n
2 - 1 x ·x

n
2 1 +

n
2

+ x n
2

- 1 ,当 n为偶数

( ( ex ) x ) [ n ] ·e
n
2 x ·x

n - 1
2 1 +

n - 1
2

+ x n - 1
2

,当 n为奇数
(15)

( ( x) ex
) ′[ n ] =

( ( x) ex
) [ n ] ·e

n
2 x ·x

n
2 - 1 1

x
+

n
2

lnx +
1
x

n
2

- 1 lnx ,当 n为偶数

( ( x) ex
) [ n ] ·e

n - 1
2 x ·x

n - 1
2 1

x
+

n - 1
2

lnx +
1
x

n - 1
2

lnx ,当 n为奇数
(16)

3　应用举例

最后给出以上公式的一些实际应用例子。

例 1　 (1) 设 y = ( e
x )

( ex) ( ex)

,求 y′; (2) 设 y = ( ( ( e
x ) x ) ex

) x
,求 y′;

解 　 (1) y′= y[ 3 ] ·y[ 2 ] (1 + x·y[ 1 ] + x
2 ·y[ 1 ] ) = ( e

x )
( ex) ( ex)

· ( e
x )

( ex)
(1 + xe

x
+ x

2
e

x ) ;

(2) y = ( ( ( e
x ) x ) ex

) x ·e
x ·x

2 · (3 + x) .

例 2 　求下列不定积分 ( 1 ) ∫1
x

· ( x
2

)
( x2) (x2)

· ( x
2 )

( x2)
[2 + 4lnx · x

2
+ 8 ( lnx) 2 · x

2
]dx; (2) ∫3

( ( x
3 ) x3

) x3
·x

5 (1 +6lnx) dx.

解 　 (1) 原式 = ∫2 1
x
· ( x

2
)

( x2) ( x2)

· ( x
2

)
( x2)

[ 1 + (2 lnx) ·x
2

+ (2 lnx) 2 ·x
2

]dx =

∫[ ( x
2 )

( x2) ( x2)

]′dx = ( x
2 )

( x2) ( x2)

+ c

(2) 原式 = ∫( ( x
3 ) x3

) x3

·3· 1
x
·x

6 (1 + 6 lnx) dx = ∫[ ( x
3 ) [ 3 ] ]′dx = ( ( x

3 ) x3
) x3

+ c
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A converse proposition

of the sequence form of Stolz theore m and its generalizations

TUO Ya2lin
(College of Mathematics and Computer Science,

Chongqing Normal University , Chongqing 401331, China)

Abstract: Stolz theorem is an important tool in the mathematical analysis to solve the lim it of
3
0

and
3
∞

type.

Many scholars use different methods to p rove the Stolz theorem, and from different directions to generalize a series

of important research results. In this paper, we set up a necessary and sufficient condition of the inverse p roposition

of the Stolz theorem, generalize it to the function form, and solve some p roblem s. The conclusions of this paper is

the further generalization of the Stolz theorem.

Key words: Stolz theorem; sequence form; converse p roposition; necessary and sufficient conditions;

function form
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