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　　摘 　要 :图 G的 CB2划分是指 : G的一个顶点划分 { V1 , V2 , ⋯, Vn } ,使得每个 G [V i ]为多重完全二部图

(1≤i≤n) . 结合图的顶点 CB -划分条件 ,确定了一类顶点的度在 modulo 4下值为 0, 1或 3的上可嵌入图

类 ,较完整地刻画了这类图的上可嵌入情况.
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文中讨论的图均为有限无向连通图 ,其他未加说明的术语和记号均参考文献 [ 1, 2 ] ,用 V (G)和 E (G)分

别表示图的顶点集和边集. 将图称为多重完全二部图 ,若它有一个基础图为完全二部图 ,图 G的 CB - 划分

是指 : G的一个顶点划分 {V1 , V2 , ⋯, Vn } ,使得每个 G [V i ]为多重完全二部图 (1≤i≤k) .

曲面指一个连通紧致 22维闭流形. 图 G在曲面 S上的 22胞腔嵌入意指存在 1—1连续映射 h: G→S,使得

S \ h (G)的每个连通分支与开圆盘拓扑同胚. 考虑的嵌入均指胞腔嵌入 ,此时 S \ h (G)的每个连通分支称为 G

在 S上的面 ,其大小指与该面关联的边数 (重边计数 2次 ) . 图 G的最大亏格记为γM ( G) ,是指最大的整数

k,使得 G在亏格为 k的定向曲面 S 上有 22胞腔嵌入. 设 F ( G)为面集 ,由 Euler公式 |V ( G) | - | E ( G) | +

| F (G) | = 2 - 2g (S ) (S可定向 )或 2 - g (S ) (S不可定向 ) ,易得γM (G) ≤[
β(G)

2
]. 这里 ,β(G) = | E (G) | -

|V (G) | + 1称为 G的圈秩数 (或 Betti数 ) , [ x ]表示不超过 x的最大整数. 将图 G称为上可嵌入的 , 若

γM (G) = [
β(G)

2
]. 关于图的最大亏格及上可嵌入性 ,可以参阅文献 [ 2, 3 ].

图的最大亏格是刻画图在某个定向曲面上是否有 22胞腔嵌入的特征参数 ,对这一参数的研究是拓扑图

论的主要问题之一 ,而确定一类图的上可嵌入性问题本身就是确定图的最大亏格问题. 联系图的顶点划分

和度的条件 ,文献 [ 3 ] [ 4 ]给出了若干上可嵌入图类.

1　基本引理

设 G为连通图 ,且 T为 G的一棵生成树 ,记号ξ(G, T)表示 G - E ( T)中所有奇度分支的个数 ,称ξ(G) =

m in
T
ξ(G, T)为 G的 Betti亏数 ,这里 m in取遍 G的所有生成树 T. 对 G的任意生成树 T,均有ξ(G, T) ≡ξ(G)

≡β(G) (mod2) . 设 A Α E (G) ,记号 G - A表示从图 G中去掉边子集 A后所得到的图 ,记号 c (G - A )及 b (G -

A )分别表示 G - A的所有连通分支数及 G - A 的具有 Betti数为奇数的所有连通分支数. 设 F1 , F2 , ⋯, Fk



( k≥2)为图 G的 k不相交的连通子图 ,记号 E ( F1 , F2 , ⋯, Fk )表示 G中两个端点分别在不同连通分支 Fi 和

Fj ( i≠j)中边组成的集合 , E (G, F)表示 G中一个端点属于分支 F,另一个端点不属于 F的边组成的集合. 早

期文献 [ 3 ]给出了 G是上可嵌入的充要条件及其最大亏格由β(G)和ξ(G)所表达的一个公式.

引理 1[ 3 ] 　设 G为图 ,则 (1)γM (G) =
β(G) -ξ(G)

2
; (2) G是上可嵌入的当且仅当ξ(G) ≤1. 文献 [ 5 ]给

出了非上可嵌入图的性质.

引理 2
[ 5 ] 　设 G为图 ,若ξ(G) > 1,则 G的边子集 A具有下列性质 :

(1) c (G - A ) ≥2,且对 G - A的任意连通分支 F,有β( F) ≡1 (mod2) ;

(2) 对 G - A的任意连通分支 F, F是 G的点导出子图 ;

(3) 对 G - A的 k个不同连通分支 F1 , F2 , ⋯, Fk ( k≥2) ,有 | EG ( F1 , F2 , ⋯, Fk ) | ≤2k - 3,特别地 , k = 2

时 , | EG ( F1 , F2 ) | ≤1;

(4) ξ(G) = 2c (G - A ) - |A | - 1.

在引理 2的条件和结论下 ,有 :

引理 3　 (1) 对 G - A的任意连通分支 F,若 G是 k2连通的 ( k≥1) ,则 | E (G, F) | ≥k;

(2) |A | =
1
2

6
F

| E ( F, G) | ,这里“6 ”为 G - A的所有连通分支求和.

2　主要结果

定理 1　设 G为连通图 ,且对任意的 v∈V ( G) , dG ( v) ≡0 (mod4 ) ,若 G的顶点集存在一个 CB - 划分

{V1 , V2 , ⋯, Vn } ,使得对每个 1≤i≤n, |V i | ≥4,且 |V i |≡0 (mod2) ,则图 G是上可嵌入的.

证明 　假设 G不是上可嵌入的 ,即ξ(G) ≥2,则由引理 2,存在 A Α E (G) ,使得 G - A满足引理 2和引理

3. 设 F1 , F2 , ⋯, Fp 为 G - A的所有连通分支 , p = c (G - A ) ≥2. 对任意的 1≤ i≤p,下面将证明 | E ( G, Fi ) | ≥

4. 由于 G为 Euler型图 ,故 | E (G, Fi ) |为偶数 ,因为 G为连通图 ,显然 | E (G, Fi ) | ≠0,因此只需证 | E (G, Fi ) |

≠2即可. 否则 ,设 E (G, Fi ) = { e1 , e2 } ,且 e1 , e2 属于 Fi 中的端点 ,记为 x1 , x2 ( x1 , x2 可能相同 ) ,它们的另一

个端点分别记为 y1 , y2 ,属于 G - A的连通分支分别为 Fs , Ft ,由引理 2性质 3知 Fs ≠Ft ,则 Fi 的顶点集是由

CB2划分中的若干元素并构而成 ,所以 |V ( Fi ) | ≡0 (mod4) . 对任意的 v∈V (G) ,设 dG ( v) = 4nv ,其中 nv 为整

数 ,进而得到 | E ( Fi ) | =
1
2

( 6
v∈V ( F i)

4nv - 2) = 2 6
v∈V ( F i)

nv - 1以及β( Fi ) = | E ( Fi ) | - | V ( Fi ) | + 1 = 2 6
v∈V ( F i)

nv

- | V ( Fi ) | ≡ 0 (mod2) ,这与引理 2性质 1矛盾.

由上可知 ,对任意的 1≤i≤p, | E (G, Fi ) | ≥4,分别由引理 3性质 1和引理 2性质 4得 |A | ≥2p和ξ( G)

≤ - 1,这与ξ(G) ≥2矛盾 ,因此 ,定理 1得证.

定理 2　设 G为连通图 ,且对任意的 v∈V ( G) , dG ( v) ≡1 (mod4 ) ,若 G的顶点集存在一个 CB - 划分

{V1 , V2 , ⋯, Vn } ,使得对每个 1≤i≤n, |V i | ≥4,且 |V i |≡0 (mod4) ,则图 G是上可嵌入的.

证明 　假设 G不是上可嵌入的 ,即ξ(G) ≥2,则由引理 2,存在 A Α E (G) ,使得 G - A满足引理 2和引理

3. 设 F1 , F2 , ⋯, Fp 为 G - A的所有连通分支 , p = c (G - A ) ≥2. 对任意的 1≤ i≤p,下面将证明 | E ( G, Fi ) | ≥

4,因为 G为连通图 ,所以 | E (G, Fi ) | ≠0,下面分情况讨论 :

情况 1　若 | E (G, Fi ) | = 1,设 E ( G, Fi ) = { e} ,且 e属于 Fi 中的端点 ,记为 x,因为 G存在 CB - 划分

{V1 , V2 , ⋯, Vn } ,易知 , e不属于某个 G [V i ] (1≤i≤n) ,因此 Fi 的顶点集是由 CB -划分中的若干元素并构而

成 ,进而有 |V ( Fi ) | ≡0 (mod4) ,因此 Fi 的顶点数为偶数 ,又因 dG ( x)为奇数 ,所以 Fi 中有奇数个奇度点 ,

矛盾.

情况 2　若 | E (G, Fi ) | = 2,设 E (G, Fi ) = { e1 , e2 } ,且 e1 , e2 属于 Fi 中的端点 ,记为 x1 , x2 ( x1 , x2 可能相

同 ) ,它们的另一个端点分别记为 y1 , y2 ,属于 G - A的连通分支分别为 Fs , Ft ,由引理 2性质 3知 Fs ≠Ft ,则

Fi 的顶点集是由 CB -划分中的若干元素并构而成 ,所以 |V ( Fi ) | ≡0 (mod4 ) . 由定理 2的条件 ,对任意的 v

∈V (G) ,设 dG ( v) = 4nv + 1,其中 nv 为整数 ,进而得到 : | E (Fi ) | =
1
2

( 6
v∈V ( F i)

(4nv + 1) - 2) = 2 6
v∈V ( F i)

nv +
1
2
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| V (Fi ) | - 1,β(Fi ) =| E (Fi ) | - | V (Fi ) | + 1 = 2 6
v∈V ( F i)

nv -
1
2

| V (Fi ) | ≡0 (mod2) ,这与引理 2性质 1矛盾.

情况 3　若 | E (G, Fi ) | = 3,设 E (G, Fi ) = { e1 , e2 , e3 } ,因为 G存在 CB - 划分 { V1 , V2 , ⋯, Vn } ,易知 ej 不

属于某个 G [V i ] ( 1≤ i≤n, j = 1, 2, 3 ) ,因此 Fi 的顶点集是由 CB - 划分中的若干元素并构而成 ,进而有

|V ( Fi ) |≡0 (mod4) , 2 | E ( Fi ) | = ( 6
v∈V ( F i)

(4nv + 1) ) - 3 = 4 6
v∈V ( F i)

nv + |V ( Fi ) | - 3≡1 (mod2) ,矛盾.

综上可知 ,定理 2成立.

定理 3　设 G为连通图 ,且对任意的 v∈V ( G) , dG ( v) ≡3 (mod4 ) ,若 G的顶点集存在一个 CB - 划分

{V1 , V2 , ⋯, Vn } ,使得对每个 1≤i≤n, |V i | ≥4,且 |V i |≡0 (mod4) ,则图 G是上可嵌入的.

其证明与定理 2类似.

3　结　论

与文献 [ 4 ]类似 ,可用列表的形式给出每个点的度在 mod4下等值的上可嵌入图类. 设 G为连通图 ,对任

意的 v∈V (G) ,记 dG ( v) ≡k (mod4) ,则对应表 1中列的图类是上可嵌入的.

表 1　在 mod4下等值的各个点的度的上可嵌入图类

k的值 “CB—划分 ”的条件 |V i |的条件

0 有 |V i | ≡0 (mod2)

1, 3 有 |V i | ≡0 (mod4)

2 无 无
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A new class of upper2e mbeddable graphs

SHENG Xi u2yan
(Department of Mathe matical Science, L iaocheng University, Shandong L iaocheng 252059, China)

Abstract: Let G be a graph, if there exists a partition { V1 , V2 , ⋯, Vn } of V ( G) satisfying G[V i] a multip le

comp lete bigraph for any i (1≤i≤n) , then G has a CB 2partition. Combined with the condition of CB 2partition, it

gives classes of upper - embeddable graphs whose value of degree of each vertex is 0, 1 or 3 respectively, under

module 4. Based on the known results, it characterizes entirely the upper embeddablity of such classes of graphs.
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