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　　摘　要 :研究了一类广义混合变分不等式 ;利用η -次微分和η -近似映象这两个概念讨论了这种广义

混合变分不等式解的存在性 ;并结合分裂技巧和自适应迭代技巧提出了一个求解这种广义混合变分不等式

的显式迭代算法 ;最后证明了该算法在适当的条件下收敛.
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最近 ,文献 [ 1 ]利用投影技巧并结合分裂技巧、自适应迭代技巧给出了一个求解一般变分不等式的改进

的隐式迭代算法.受文献 [ 1 ]的启发 ,此处研究一类更一般的广义混合变分不等式 ,它包含了文献 [ 1 - 3 ]所

研究的一般变分不等式 ,并利用η -次微分算子的预解式技术 ,建立了这种广义混合变分不等式与不动点问

题之间的等价关系 ;进而利用这种等价关系并结合分裂技巧、自适应迭代技巧提出了一个新的求解这种广

义混合变分不等式的显式迭代算法.

设 H是一个实 H ilbert空间 ,其内积和范数分别为〈·, ·〉和‖·‖, K是一个 H中的非空闭凸集. T, ɡ:

H→H,η: H ×H→ H是非线性映射 ,φ: H→R∪{ +∞}是下半连续η -次可微真泛函且满足 ɡ(H) ∩dom 9ηφ

≠ < (其中 9ηφ表示φ的η -次微分 ) .现在考虑广义混合变分不等式问题 :求 u∈H, s. t:

〈Tu,η(ɡ( v) , ɡ( u) )〉+φ( g ( v) ) -φ( g ( u) ) ≥ 0, Π ɡ( v) ∈H (1)

如果η(ɡ( v) , ɡ( u) ) =ɡ( v) - ɡ( u) ,φ( v) =
0, v∈K

+∞, 其他
;问题 (1)就退化成文献 [ 1 ]所研究的一般变分不

等式问题 :

u ∈H, ɡ( u) ∈ K, s. t〈Tu, ɡ( v) - ɡ( u)〉≥ 0, 　Π ɡ( v) ∈ K (2)

　　定义 1　Π u, v∈H; T, ɡ: H→H;η: H ×H→ H是非线性映射 ,称 T是 ɡ-η -伪单调的 ,若〈Tu,η(ɡ( v) ,

ɡ( u) )〉≥0,则有〈Tv,η(ɡ( v) , ɡ( u) )〉≥0.

注 1　当η(ɡ( v) , ɡ( u) ) =ɡ( v) - ɡ( u)时 ,该定义就正好是文献 [ 1 ]中对算子 T的 ɡ-伪单调的定义.

定义 2
[ 4 ]　设η: H ×H→ H,φ: H→ R∪{ +∞} ,称φ在 x处是η -次可微的 ,若存在 f∈H使得 :φ( y)

-φ( x)≥〈f,η( y, x)〉, Π y∈H.并称 f为φ在 x处的η -次剃度.记 9ηφ( x) 为φ在 x处所有η -次剃度全

体 ,即 9ηφ( x) = { f∈H:φ( y) -φ( x)≥〈 f,η( y, x)〉, Π y∈H}.

定义 3
[ 4 ]　　设φ: H→ R∪{ +∞}.对任意给定的 x∈H及ρ> 0,若存在η: H ×H→ H及惟一点 u∈H

满足 :

〈u - x,η( y, u)〉≥ρφ( u) -ρφ( y) , Π y ∈H (3)



那么称映象 x→u为φ的η -近似映象 ,记作 u = J9ηφ( x) .

由定义 2和定义 3,显然有 x - u∈ρ9ηφ( u) ,所以 u = J9ηφ( x) = ( I +ρ9ηφ) - 1 ( x) , Π x∈H ( I为 H上的

恒等映象 ) .

引理 1
[ 2 ]

Π u, v∈H, 　2〈u, v〉= ‖u + v‖2
- ‖u‖2

- ‖v‖2 (4)

　　引理 2
[ 4 ]　设η: H ×H→ H是δ-强单调且τ- L ip schitz连续映象 ,满足η( x, y) +η( y, x) = 0, Π x, y

∈H,且φ: H→ R∪{ +∞}是一个下半连续η -次可微真泛函 ,又设函数 h ( y, u) =〈 x - u,η( y, u )〉关于 y

是 0 -对角拟凸的 ,那么 J9ηφ( x)有定义且是 T
δ

- Tip schitz连续的.

引理 3　设引理 2的条件满足 ,则 u∈H是问题 (1)的解当且仅当 u∈H满足 :

ɡ( u) = J 9ηφ[ɡ( u) -ρTu ] (5)

　　证明　变分不等式 (1)可化为φ(ɡ( v) ) -φ(ɡ( u) ) ≥ -〈Tu,η(ɡ( v) , ɡ( u) )〉;根据定义 2即η -次微

分定义 ,该式等价于 - Tu∈9ηφ(ɡ( u) ) ,即 ɡ( u) -ρTu∈ ( I +ρ9ηφ) (ɡ( u) ) .

故变分不等式 (1)的解为 ɡ( u) = J9ηφ[ɡ( u) -ρTu〗.

引理 3表明问题 (1)和 (5)等价.现在定义余函数 :

R ( u) = ɡ( u) - J 9ηφ[ɡ( u) -ρTu ] (6)

利用引理 3,显然 u∈H是问题 (1)的解当且仅当 u∈H满足 :

R ( u) = 0 (7)

对于一个给定的常数γ > 0,可以把式 (7)改写成 :

ɡ( u) = ɡ( u) -γR ( u) = ɡ( u) -γ{ɡ( u) - J 9ηφ[ɡ( u) -ρTu ]} (8)

利用不动点公式 (8) ,可以给出如下显式迭代算法 :

算法 1　对于给定 u0∈H,由以下迭代格式计算 un + 1 :

ɡ( un +1 ) = ɡ( un ) -γn {ɡ( un ) - J 9ηφ[ɡ( un ) -ρn Tun ] } ; 　n = 0, 1, ⋯

或者可以改写成 :

ɡ( yn ) = J 9ηφ[ɡ( un ) -ρn Tun ], ɡ( un +1 ) = ɡ( un ) -γn {ɡ( un ) - ɡ( yn ) }

当γn = 1,η(ɡ( v) , ɡ( u) ) =ɡ( v) - ɡ( u)时 ,算法 1就退变成文献 [ 3 ]中的算法 3. 1,即 :

算法 2　对于给定 u0∈H,由以下迭代格式计算 un + 1 :

ɡ( un +1 ) = J 9ηφ[ɡ( un ) -ρn Tun ]; n = 0, 1, 2⋯

　　该算法已经被证明需要在算子 T是 ɡ-强单调以及 L ip schitz连续的条件下收敛.这一严格的收敛条件

大大限制了该算法的应用.为了加速它的收敛 ,削弱算法收敛的条件 ,采用分裂技巧 ,可以把式 (5)改写成 :

ɡ( y) = J 9ηφ[ɡ( u) -ρTu ] (9)

ɡ( u) = J 9ηφ[ɡ( y) -ρTy ] (10)

根据这一等价公式 ,可以给出如下求解问题 (1)的迭代算法 :

算法 3　对于给定 u0∈H,由以下迭代格式计算 un + 1 :

ɡ( yn ) = J 9ηφ[ɡ( un ) -ρn Tun ]

ɡ( un +1 ) = J 9ηφT [ɡ( yn ) -ρn Tyn ]; n = 0, 1, 2⋯

　　当η(ɡ( v) , ɡ( u) ) =ɡ( v) - ɡ( u)时 ,该算法被称之为两步预测 -校正迭代算法 ,已经被广泛地应用 ,一

些学者后来在此基础上又提出了三步、四步预测 -校正迭代算法.现在换一种角度来考虑算法 3,可以认为

由式 (9)定义的 g ( y)是问题 (1)的一个近似解 ,并且定义 ɡ(w ) = J9ηφ[ɡ( y) -ρTy ], ɡ( z) = J9ηφ[ɡ( u) -

ρTw ].上述公式定义的 w, z仍然可以看着是问题 (1)的近似解 ,由此给出如下一个新的求解问题 (1)的迭代

算法 :
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算法 4　对于给定 u0∈H,由以下迭代格式计算 un + 1 :

ɡ( yn ) = J 9ηφ[ɡ( un ) -ρn Tun ], ɡ(wn ) = J 9ηφ[ɡ( yn ) -ρn Tyn ]

ɡ( zn ) = J 9ηφ[ɡ( un ) -ρn Twn ], ɡ( un +1 ) = ɡ( zn ) +ρn Twn -ρn Tzn ; n = 0, 1, 2⋯

　　利用文献 [ 1 ]中自适应迭代技巧 ,对于一个常数α > 0,现在考虑 :

ɡ( u) = ɡ( u) -α[ɡ( u) - ɡ( z) +ρTz -ρTw ] (11)

此处 ,α > 0是沿着迭代方向 - [ɡ( u) - ɡ( z) +ρTz -ρTw ]的步长.根据这一不动点公式可以给出如下迭代

算法 :

算法 5　对于给定 u0∈H,由以下迭代格式计算 un + 1 :

ɡ( yn ) = J 9ηφ[ɡ( un ) -ρn Tun ], ɡ(wn ) = J 9ηφ[ɡ( yn ) -ρn Tyn ], ɡ( zn ) = J 9ηφ[ɡ( un ) -ρn Twn ],

ɡ( un +1 ) = ɡ( un ) -αn [ɡ( un ) - ɡ( zn ) +ρn Tzn -ρn Twn ]; 　n = 0, 1, 2⋯ (12)

其中 ,给定γ∈[ 1, 2) ;ρn ,αn满足 :

‖ρn Tzn -ρn Twn‖
2 ≤δ(‖ɡ( un ) - ɡ( zn )‖2

+‖ɡ( un ) - ɡ( zn ) +ρn Tzn -ρn Twn‖
2 ) ,δ∈ (0, 1)

(13)

αn =γ
‖ɡ( un ) - ɡ( zn )‖2

+‖ɡ( un ) - ɡ( zn ) +ρn Tzn -ρn Twn‖
2

- ‖ρn Tzn -ρn Twn‖
2

2‖ɡ( un ) - ɡ( zn ) +ρn Tzn -ρn Twn‖
2 (14)

　　当α= 1时 ,算法 5就是前面的算法 4;当η(ɡ( v) , ɡ( u) ) =ɡ( v) - ɡ( u) ,φ( v, u) =
0, u∈K

+∞, 其他
时就

可以得到一个新的求解问题 (2)的迭代算法.类似还可以得到各种已知的或者新的作为算法 5的特例的算

法.也就是说算法 5统一了几种最近被研究的一些求解变分不等式的算法 ,同时注意该算法的迭代方向 -

[ɡ( u) - ɡ( z) +ρTz -ρTw ]和文献 [ 1 ]中算法 3. 6的迭代方向 - [ɡ( u) - ɡ( z) ]是不一样的 ,该算法的迭代方

向是在文献 [ 1 ]中算法 3. 6迭代方向的基础上结合了基本函数组合而成的新迭代方向 ;该算法也把文献 [ 1 ]

中隐式迭代算法 3. 6改进成了显式迭代算法.

下面讨论算法 5的收敛性 :

定理 1　设引理 2的条件满足 ,设 u∈H是问题 (1)的解 , un + 1是由算法 5得到的近似解 ,若算子 T是 ɡ-

η -伪单调的 ,且满足若〈u,η( x, y)〉≥0,则〈u, x - y〉≥0; Π u, x, y∈H,那么 :

‖ɡ( un +1 ) - ɡ( u)‖2 ≤‖ɡ( un ) - ɡ( u)‖2
-

γ(2 -γ) (1 -δ) 2

4
{‖ɡ( un ) - ɡ( zn )‖2

+‖ɡ( un ) - ɡ( zn ) +ρn Tzn -ρn Twn‖
2

} (15)

　　证明　设 u∈H是问题 (1)的解 ,则 Π ɡ( v)∈H有 :〈Tu,η(ɡ( v) , ɡ( u) ) +φ(ɡ( v) ) -φ(ɡ( u) ) 〉≥0,由

于 T是 ɡ-η -伪单调的 ,那么 :

〈Tv,η(ɡ( v) , ɡ( u) )〉+φ(ɡ( v) ) -φ(ɡ( u) ) ≥ 0 (16)

令 v = zn ,代入式 (16)中 ,有 :

〈ρn Tzn ,η(ɡ( zn ) , ɡ( u) )〉+ρnφ(ɡ( zn ) ) -ρnφ(ɡ( u) ) ≥ 0 (17)

令 x = g ( un ) -ρn Twn , u = g ( zn ) , y = g ( u)代入式 (3)有 :

(ɡ( zn ) - ɡ( un ) +ρn Twn ,η(ɡ( u) , ɡ( zn ) ) ) +ρnφ, ɡ( u) ) -ρnφ(ɡ( zn ) ) ≥ 0 (18)

因为η( x, y) +η( y, x) = 0; Π x, y∈H,所以将式 (17)和式 (18)相加得 :

〈 ɡ( zn ) - ɡ( un ) +ρn Twn -ρn Tzn ,η(ɡ( u) , ɡ( zn ) )〉≥ 0

由已知条件若〈u,η( x, y) 〉≥0,则〈u, x - y〉≥0; Π u, x, y∈H,有 :

〈 ɡ( zn ) - ɡ( un ) +ρn Twn -ρn Tzn , ɡ( u) - ɡ( zn )〉≥ 0 (19)

　　所以 , ‖ɡ( un ) - ɡ( u)‖2
- ‖ɡ( un +1 ) - ɡ( u)‖2

=
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‖ɡ( un ) - ɡ( u)‖2
- ‖ɡ( un ) - ɡ( u) -αn [ɡ( un ) - ɡ( zn ) +ρn Tzn -ρn Twn ]‖2

=

-α2
n‖ɡ( un ) - ɡ( zn ) +ρn Tzn -ρn Twn‖

2
+ 2αn〈 ɡ( zn ) - ɡ( un ) +ρn Twn -ρn Tzn , ɡ( u) - ɡ( un )〉≥

-α2
n‖ɡ( un ) - ɡ( zn ) +ρn Tzn -ρn Twn‖

2
+ 2αn〈 ɡ( zn ) - ɡ( un ) +ρn Twn -ρn Tzn , ɡ( zn ) - ɡ( un )〉=

-α2
n‖ɡ( un ) - ɡ( zn ) +ρn Tzn -ρn Twn‖

2
+αn {‖ɡ( un ) - ɡ( zn ) +ρn Tzn -ρn Twn‖

2
+

‖ɡ( zn ) - ɡ( un )‖2
- ‖ρn Tzn -ρn Twn‖

2
} (20)

显然 ,式 (20)是一个关于αn的二次方程 ,当

α3
n =
‖ɡ( un ) - ɡ( zn )‖2

+‖ɡ( un ) - ɡ( zn ) +ρn Tzn -ρn Twn‖
2

- ‖ρn Tzn -ρn Twn‖
2

2‖ɡ( un ) - ɡ( zn ) +ρn Tzn -ρn Twn‖
2 }

时 ,式 (20)取得最大值.为了使迭代步长加大 ,收敛速度更快 ,取松弛因子γ∈[1, 2) ,且αn =γα3
n ,即式 (14).

将式 (14)代入式 (20) ,得 :

‖ɡ( un ) - ɡ( u)‖2
- ‖ɡ( un +1 ) - ɡ( u)‖2 ≥

γ(2 -γ)
‖ɡ( un ) - ɡ( zn )‖2

+‖ɡ( un ) - ɡ( zn ) +ρn Tzn -ρn Twn‖
2

- ‖ρn Tzn -ρn Twn‖
2

}
2

4‖ɡ( un ) - ɡ( zn ) +ρn Tzn -ρn Twn‖
2 ≥

γ(2 -γ)
(1 -δ) 2‖ɡ( un ) - ɡ( zn )‖2

+‖ɡ( un ) - ɡ( zn ) +ρn Tzn -ρn Twn‖
2

]
2

4‖ɡ( un ) - ɡ( zn ) +ρn Tzn -ρn Twn‖
2 ≥

γ(2 -γ) (1 -δ) 2

4
[‖ɡ( un ) - ɡ( zn )‖2

+‖ɡ( un ) - ɡ( zn ) +ρn Tzn -ρn Twn‖
2

]

即原命题结论得证.

下面举例说明满足定理 1条件的映射η: H ×H→ H存在 :

设 H = R,映射η: R ×R→ R被定义为η( x, y) =

x - y, 若 | xy | < 1

| xy | ( x - y) , 若 1≤ | xy | < 2

2 ( x - y) , 若 2≤ | xy |

很容易验证 :

(1)〈η( x, y) , x - y〉≥ | x - y |
2
; Π x, y∈H成立 ,即η是 1 -强单调的 ;

(2) η( x, y) = -η( y, x) ; Π x, y∈H成立 ;

(3) |η( x, y) |≤2 | x - y |; Π x, y∈H成立 ,即η是 2 - L ip schitz连续 ;

(4) 对于任意给定的 x∈H,函数 h ( y, u) =〈x - u,η( y, u)〉= ( x - u)η( y, u)关于 y是 0 -对角拟凸的

(0 -对角拟凸的定义详细请见文献 [ 4 ] ) ;

假设结论 (4)是错误的 ,那么应该存在一个有限集 { y1 , y2 , ⋯, yn }以及 u0 = 6
n

i - 1
ci yi ,其中 ci ≥ 0, 6

n

i- 1
ci =

0; i = 1, 2, ⋯, n ;有 :

0 < h ( yi , u0 ) =

( x - u0 ) ( yi - u0 ) , 若 | yi u0 | < 1

( x - u0 ) | yi u0 | ( yi - u0 ) , 若 1 ≤| yi u0 | < 2

2 ( x - u0 ) ( yi - u0 ) , 若 2 ≤ | yi u0 |

这说明 ( x - u0 ) ( yi - u0 ) > 0; i = 1, 2, ⋯, n.因此就有 0 < 6
n

i - 1
ci ( x - u0 ) ( yi - u0 ) = ( x - u0 ) ( u0 - u0 ) = 0,

显然这是不可能的 ,所以结论 (4)正确.

(5) 若 Π u, x, y∈H〈u,η( x, y)〉≥0成立 ,显然有〈u, x - y〉≥0成立.

因此 ,η满足定理 1的所有条件.

定理 2　设 u∈H是问题 ( 1 )的解 , un + 1是由算法 5得到的近似解 ,且 H是一个有限维 H ilbert空间 ,

ɡ: H→ H是连续可逆映射 ,那么 lim
n→∞

un = u
3

.
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证明　设 u
3 ∈H是问题 (1)的解 ,由式 ( 15)知 ,序列 {‖ɡ( u

3 ) - ɡ( un ) ‖}单调非增且序列 {ɡ( un ) }有

界 ,故序列 { un }在 ɡ的假设条件下有界.又由 (15)有 :

6
∞

n =0

γ(2 -γ) (1 -δ) 2

4
{‖ɡ(un ) - ɡ(zn )‖2

+‖ɡ(un ) - ɡ(zn ) +ρn Tzn -ρn Twn‖
2

} ≤‖ɡ(u0 ) - ɡ(u
3 )‖2

lim
n→∞
‖ɡ( un ) - ɡ( zn ) ‖ = 0 (21)

lim
n→∞
‖ɡ( un ) - ɡ( zn ) +ρn Tzn -ρn Twn‖ = 0 (22)

由引理 2可知 J9ηφ( x)是
τ
δ

- L ip schitz连续的 ,故‖R ( zn ) ‖ =‖ɡ( zn ) - J9ηφ[ɡ( zn ) -ρn Tzn ]‖ =‖J9ηφ

[ɡ( un ) -ρn Twn ] - J9ηφ[ɡ( zn ) -ρn Tzn ]‖≤
τ
δ
‖ɡ( un ) - g ( zn ) +ρn Tzn -ρn Twn‖,所以由式 ( 22 )有 lim

n→∞
R

( zn ) = 0;设 u∈H是序列 { zn }的一个聚点且子序列 { zn i
}收敛于 u,由 R ( u)的连续性知 lim

n→∞
R ( zn i

) = R ( u) = 0,

所以 u是问题 (1)的解.由式 (21)及 ɡ的可逆性知 lim
n→∞

zn i
= u = lim

n→∞
un i

,又由式 (15)及 ɡ的可逆有‖un +1 - u‖2≤

‖un - u‖2
, Π n≥0.所以序列 { un }有惟一聚点 ,即 lim

n→∞
un = u

3
.
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Existence of solutions and iterative methods

for generalized mixed variational i nequalities

YAO L i
(Mathematics and Statistics College, Chongqing Technology and Business University, Chongqing 400067, China)

Abstract: In this paper, we introduce and study a class of generalized m ixed variational inequalities, app lying

two concep ts ofη2subdifferential andη2p roximal mapp ings of p roper functionals, we discuss existence of solutions

for generalized m ixed variational inequalities. Combining sp litting method and self2adap tive iterative method, we sug2
gest and analyze a exp licit iterative method for solving generalized m ixed variational inequalities. The new iterative

method converge sunder certain m ild conditions.
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