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　　摘 　要 :对于随机环境中的马氏链 ,给出两个状态之间是一致可达和状态是常返、暂留和一致暂留的定

义 ;讨论了在一致可达的条件下 ,两个状态之间的性质关系.
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1　定义与记号

随机环境中马氏链的研究是随机过程的一项重要内容 , Cogburn与 O rey等人对其一般理论进行了研究 ,

得出了一系列的结果 ,并提出了一系列未解决的问题. 李应求在随机环境马氏链的研究中 ,引入了π - 不可

约性和强π -不可约性等概念 ,并给出了随机环境中的马氏链常性判定的几个充分条件 ,从而部分地回答了

O rey未解决的问题. 而肖争燕 ,胡迪鹤则在文献 [ 3 ]中给出了绕积马氏链的特征数和状态的定义 ,讨论了随

机环境中马氏链的状态分类 ,特别举例说明经典马氏链和随机环境马氏链的状态区别. 众所周知 ,有关经典

马氏链的理论已十分深入和完整 ,但在随机环境情形中 ,这方面的研究才刚刚起步. 此处 ,在前人研究的基础

上 ,引入了两个状态之间一致可达的概念 ,给出了随机环境中马氏链两个状态在一致可达条件下常返性和暂

留性的关系 ,从而推广了经典马氏链的一些结论.

沿用文献 [ 126 ]中的记号和定义 ,设 N +表示非负整数集 , N 表示整数集 , (Ω, F, P )是一概率空间 , X 至

多可数 , A是 X的离散σ- 代数 , (Θ, B )为任意可测空间 ,ξ
ϖ

= {ξn ∶n = ⋯, - 1, 0, 1, ⋯}和 X
ϖ

= { Xn ∶n = 0, 1, 2,

⋯}分别是 (Ω, F, P)上取值于Θ和 X的随机序列 , { P (θ) ∶θ∈Θ }是 ( X, A )上的一族转移函数 ,且假定对任

意的 A∈A , P ( , ⋯, A )关于 B ×A 可测. ΘN
= 7

∞

j = - ∞

Θ j , B
N

= 7
∞

j = - ∞
B j , 其中Θ j =Θ, B j = B ,θ

ϖ

= {θn } = { ⋯,

θ- 1 ,θ0 ,θ1 , ⋯}是ΘN 的坐标过程. T是推移变换 : ( Tθ
ϖ

) n =θn + 1 , n = ⋯, - 1, 0, 1, ⋯. 设π是可测空间 (ΘN
,

B
N )上的任一概率测度 ,且满足πT

- 1 =π,于是 {Θn , n∈Z }是概率空间 {ΘN
, B

N
,π}上的取值于Θ的严平稳

序列. 对任意θ
ϖ

= (θn , n∈Z ) ∈ΘN
,任何 - ∞ <m < n < ∞,记 P (θm , ⋯,θn ) = P (θm ) ⋯ (θn ) ,即 P (θm , ⋯,θn ;

x, y) = P (θm ) ⋯ (θn ) ( x, y) . 记μ= k ×π, k是 X上的计数测度 , E = X ×ΘN
,ε= A ×B

N
,定义 ( E,ε)上的转移

函数为 :

P ( x,θ
ϖ

; { y} ×B ) = P (θ0 ; x, y) IB ( Tθ
ϖ

) , B ∈B
N

　　定义 1　如果对任意的 A∈A , n∈N + ,有 :

P (X0 ∈A | ξ
ϖ

) = P (X0 ∈A | ξ
ϖ 0

- ∞
) (1)



P (Xn +1 ∈A | X
n
0 ,ξ

ϖ

) = P (ξn; Xn , A ) (2)

则称 X
ϖ

是随机环境ξ
ϖ

中的马氏链 ,ξ
ϖ

为随机环境序列.

2　主要结果及证明

设 x∈X,θ
ϖ

∈ΘN
, C∈ε, B ∈B

N
. 记 (C) x = {θ

ϖ

∶( x,θ
ϖ

) ∈C} , [ C ]x = { ( x,θ
ϖ

) ∶θ
ϖ

∈ ( C ) x } ; Q ( x,θ
ϖ

; C ) = Px,θ
ϖ

( ∩
∞

m = 1
∪
∞

i =m
(X i , T

iθ
ϖ

) ∈C) ; G ( x,θ
ϖ

; C) = 6
∞

n = 1
Px,θ

ϖ ( (Xn , T
nθ

ϖ

) ∈C) ; L ( x,θ
ϖ

; C) = Px,θ
ϖ ( ∪

∞

n = 1
(Xn , T

nθ
ϖ

) ∈C) ; F (L;α)

= { ( x,θ
ϖ

) ∈E∶L ( x,θ
ϖ

; F) =α} ; fn ( x,θ
ϖ

; y, B ) = Px,θ
ϖ ( (X1 , Tθ

ϖ

) | { y} ×B , ⋯, (Xn - 1 , T
n - 1θ

ϖ

) | { y} ×B , ( Xn ,

T
nθ

ϖ

) ∈{ y} ×B ) .

定义 2　称状态 x∈X一致可达状态 y∈X,如果存在δ> 0,使π{θ
ϖ

; L ( x,θ
ϖ

; [ E ]y ) ≥δ} = 1.

定义 3　称状态 x是常返的 ,如果π{θ
ϖ

; G ( x,θ
ϖ

; [ E ]x ) = ∞} = 1;称状态 x是一致暂留的 ,如果存在 M <

∞,使π{θ
ϖ

; G ( x,θ
ϖ

; [ E ]x ) ≤M } = 1;称状态 x是暂留的 ,如果存在正实数 {M i , i≥1}和ΘN 的一分划 {B i , i≥

1} ,使对所有的θ
ϖ

∈B i ,都有 G ( x,θ
ϖ

; { x} ×B i ) ≤M i , i≥1.

引理 1　设 B ∈β,πB = 1,则π{θ
ϖ

; Π n≥0, T
nθ

ϖ

∈B } = 1.

证明 　记 B 1 = {θ
ϖ

; Π n ≥0, T
nθ

ϖ

∈B } ,则 B
c
1 = {θ

ϖ

; ϖ n ≥0, T
nθ

ϖ

: B } = ∪
∞

n =0
( T

- n
B ) c

,因为π是平稳的 ,

所以 Π n ≥ 0,πT
- n

B =πB = 1,从而πB
c
1 ≤ 6

∞

n =0

π ( T
- n

B ) c
= 0,即πB

c
1 = 0,所以πB 1 = 1.

引理 1表明 ,如果条件是关于θ
ϖ

的命题 ,并对π - a. e.θ
ϖ

成立 ,则对 Π n≥0,关于 T
nθ

ϖ

的命题π - - a. e.θ
ϖ

也成立 ,文后不再说明.

引理 2[ 3 ] 　对任意的 ( x,θ
ϖ

) ∈E, F∈ε有 :

Q ( x,θ
ϖ

; F) = L ( x,θ
ϖ

; F) - 6
∞

n =1
6
y∈X

P (θ0 ,θ1 , ⋯,θn - 1 ) I( F) y
T

nθ
ϖ

(1 - L ( y, T
nθ

ϖ

; F) )

　　引理 3[ 3 ] 　L ( x,θ
ϖ

; C) = 6
∞

n = 1
fn ( x,θ

ϖ

; C) , C∈ε.

定理 1　设状态 x是一致暂留的 ,且 y一致可达 x,则设状态 y是一致暂留的.

证明 　对任意的θ
ϖ

∈ΘN
,有 :

G ( y,θ
ϖ

; [ E ]x ) = 6
∞

n =1
Py,θ

ϖ (Xn = x) =

6
∞

n =1
6

n

k =1
fk ( y,θ

ϖ

; x) Px, T kθ
ϖ (Xn - k = x) =

6
∞

k =1
6
∞

n =0
fk ( y,θ

ϖ

; x) Px, T kθ
ϖ (Xn = x) =

6
∞

k =1

fk ( y,θ
ϖ

; x) + 6
∞

k =1

fk ( y,θ
ϖ

; x) 6
∞

n =1

Px, T kθ
ϖ (Xn = x) =

6
∞

k =1
fk ( y,θ

ϖ

; x) + 6
∞

k =1
fk ( y,θ

ϖ

; x) G ( x, T
kθ

ϖ

; [ E ]x ) (3)

　　因为 x是一致暂留的 ,所以对任意的θ
ϖ

∈ΘN
, ϖM < ∞有 G ( x, T

kθ
ϖ

; [ E ]x ) ≤M ,且 L ( y,θ
ϖ

; [ E ]x ) ≤1. 由

引理 2可得 :

式 (3) = L ( y,θ
ϖ

; [ E ]x ) + 6
∞

k =1
fk ( y,θ

ϖ

; x) G ( x, T
kθ

ϖ

; [ E ]x ) ≤
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L ( y,θ
ϖ

; [ E ]x ) + 6
∞

k =1

fk ( y,θ
ϖ

; x)M ≤ 1 +M (4)

又因为 y一致可达 x,所以存在δ> 0,对任意的θ
ϖ

∈ΘN 有 L ( x,θ
ϖ

; y) ≥δ. 而 :

G ( y,θ
ϖ

; [ E ]x ) = 6
∞

k =1

Py,θ
ϖ (Xn = x) =

6
∞

n =1
6
n - 1

k =0
Py,θ

ϖ (Xk = y) fn - k ( y, T
kθ

ϖ

; x) =

6
∞

k =0
6
∞

n =1

Py,θ
ϖ (Xk = y) fn ( y, T

kθ
ϖ

; x) =

6
∞

n =1
fn ( y,θ

ϖ

; x) + 6
∞

k =1
Py,θ

ϖ (Xk = y) 6
∞

n =1
fn ( y, T

kθ
ϖ

; x) =

L ( y,θ
ϖ

; [ E ]x ) + 6
∞

k =1
Py,θ

ϖ (Xk = y) L ( y, T
kθ

ϖ

; [ E ]x ) ≥

δ(1 + G ( y,θ
ϖ

; [ E ]y ) ) (5)

　　由式 (3) (4) (5)可得 G ( y,θ
ϖ

; [ E ]y ) ≤1 +M -δ
δ . 即π θ

ϖ

; G ( y,θ
ϖ

; [ E ]y ) ≤1 +M -δ
δ = 1. 从而 y是一致

暂留的.

定理 2　设状态 x是常返的 ,且 x一致可达 y,则设状态 y是常返的.

证明 　因为 x一致可达 y,所以存在δ> 0,使 Πθ∈ΘN 有 L ( x,θ
ϖ

; [ E ]y ) ≥δ. 所以 :

G ( x,θ
ϖ

; [ E ]y ) = 6
∞

n =1
Px,θ

ϖ (Xn = y) =

6
∞

n =1
6
n - 1

k =0

Px,θ
ϖ (Xk = x) fn - k ( x, T

kθ
ϖ

; y) =

6
∞

k =0
6
∞

n =1
Px,θ

ϖ (Xk = x) fn ( x, T
kθ

ϖ

; y) =

6
∞

n =1

fn ( x,θ
ϖ

; y) + 6
∞

k =1
6
∞

n =1

Px,θ
ϖ (Xk = x) fn ( x, T

kθ
ϖ

; y) =

L ( x,θ
ϖ

; y) + 6
∞

k =1
Px,θ

ϖ (Xk = x) L ( x, T
kθ

ϖ

; y) ≥

δ(1 + G ( x,θ
ϖ

; [ E ]x ) )

　　因为 x是常返的 ,所以 G ( x,θ
ϖ

; [ E ]x ) = ∞,从而 G ( x,θ
ϖ

; [ E ]y ) = ∞, Πθ
ϖ

∈ΘN
. 又因为对任意θ

ϖ

∈ΘN 有 :

G ( x,θ
ϖ

; [ E ]y ) = 6
∞

n =1
Px,θ

ϖ (Xn = y) =

6
∞

n =1
6
∞

k =1
fk ( x,θ

ϖ

; y) Py, T kθ
ϖ Py, T kθ

ϖ (Xn - k = y) =

6
∞

k =1
6
∞

n =0

fk ( x,θ
ϖ

; y) Py, T kθ
ϖ (Xn = y) =

6
∞

k =1
fk ( x,θ

ϖ

; y) + 6
∞

k =1
fk ( x,θ

ϖ

; y) 6
∞

n =1
Py, T kθ

ϖ (Xk = y) =

L ( x,θ
ϖ

; y) + 6
∞

k =1
fk ( x,θ

ϖ

; y) G ( y, T
kθ

ϖ

; [ E ]y ) ≤

1 + G ( y, T
kθ

ϖ

; [ E ]y )
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所以 G ( y, T
kθ

ϖ

; [ E ]y ) = ∞,由引理 1知 y是常返的.

定理 3　若μ{ ( y,θ
ϖ

) , Q ( y,θ
ϖ

; [ E ]x ) = 0} = 1,则 x是暂留的.

证明 　因为μ{ ( y,θ
ϖ

) , Q ( y,θ
ϖ

; [ E ]x ) = 0} = 1,所以令 E0 = [ E ]x , En + 1 = En ∩En (L; 1) , n≥0,所以 En 是

单调下降的. 记 An = En - En + 1 ,所以 An = { x} ×{θ
ϖ

; L ( x,θ
ϖ

; En - 1 ) = 1, L ( x,θ
ϖ

; En ) < 1} ,由文献 [ 3 ]中的定理

2. 1证明可知 , ∩
∞

n = 0
En = Á ,所以 [ E ]x = ∪

∞

n = 0
An ,且 An ∩An (L; 1) = Á .

令 B n, m = {θ
ϖ

; ( x,θ
ϖ

) ∈An , L ( x,θ
ϖ

; An ) < 1 -
1
m

} ,由 An ∩An (L; 1) = Á知 , An = { x} ×∪
∞

m = 0
B n, m . 由引理 2可

知 , Πθ
ϖ

有 :

1
m 6

∞

n =1
P (θ0 ,θ1 , ⋯,θn - 1 ; x, x) IB n, m

( T
nθ

ϖ

) ≤

6
∞

n =1

P (θ0 ,θ1 , ⋯,θn - 1 ; x, x) IB n, m
( T

nθ
ϖ

) (1 - L ( x, T
nθ

ϖ

; An ) ) ≤

6
∞

n =1
P (θ0 ,θ1 , ⋯,θn - 1 ; x, x) I(A n) x

( T
nθ

ϖ

) (1 - L ( x, T
nθ

ϖ

; An ) ) =

L ( x,θ
ϖ

; An ) - Q ( x,θ
ϖ

; An ) ≤ 1
所以

6
∞

n =1
P (θ0 ,θ1 , ⋯,θn - 1 ; x, x) IB n, m

( T
nθ

ϖ

) ≤m

即 G ( x,θ
ϖ

; { x} ×B n, m ) ≤m ,又因为 [ E ]x = ∪
∞

n = 0
∪
∞

m = 0
B n, m ,所以存在正实数 {M i , i≥1}和ΘN 的一分划 {B n, m , n≥1,

m ≥1} ,使对所有的θ
ϖ

∈ΘN
,都有 G ( x,θ

ϖ

; { x} ×B n, m ) ≤M i , i≥1,从而 x是暂留的.
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Recurrent and transience properties ofMarkov Chains in random environments

SONG M ing2zhu, YAO Yu2ca i
(Dean’s Office, Tongling University, Anhui Tongling 244000, China)

Abstract: The concep t of uniform ly accessible is introduced into the research filed ofMarkov chains in random

environments, and concep ts of recurrence, transience and uniform ly transience are given. In this paper, some p roper2
ties of two states in uniform ly accessible condition are discussed.

Key words: random enviroments; M arkov chains; uniform ly accessible; recurrence; transience; uniform ly

transience
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