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关于非线性特征值问题的几个重要结论 3
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摘 　要 :考虑特征值问题 - Δp u =λV ( x) | u |
p - 2

u, u ∈W
1, p
0 (Ω) ;其中 p > 1,Δp u是指的是 p - Lap lacian

算子 ,λ > 0,Ω是 R
N 中的有界区域 ,证明了最小的正特征值在给定的区域的严格单调性 ,获得了几个重要性质.
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1 　单调叙列

考虑非线性特征值问题 :

- Δp u =λV ( x) u
p - 2 u, u ∈Ω

u = 0, 　u ∈ 5Ω
(1)

其中 p > 1,Δp u = div ( ý u
p - 2 ý u) 是 p - Lap lac ian,Ω是 R

N 中的有界区域 , V是一个可变号的指定函

数 ,λ是特征值参数. 常假定 V
+ ≠0,且对某个 s >

N
p
时 ,若 1 < p≤N ,或当 s = 1时 ,若 p > N ,则 V ∈L

s (Ω) .

通常 V
± ( x) = max{ ±V ( x) , 0}.

类似问题 (1) 的问题许多作者已经探讨过 [ 1 - 4 ]
,对于 V ≡ 1,不定加权的情况 ,以及退化的椭圆方程也有

很好的结果 ,此处的主要目是研究最小的正特征值的主要性质.

1. 1　基本的定义

定义 1　λ∈ R是问题 (1) 的一个特征值当且仅当存在 u ∈W
1, p
0 (Ω) \ { 0} ,使得 :

∫Ω ý u
p - 2 ý uýφdx =λ∫ΩV u

p - 2 uφdx , 　 Πφ∈W
1, p
0 (Ω) (2)

u称为相伴于λ的特征函数.

定义 2　 C
1 泛函Φ和 J:W

1, p
0 (Ω) → R定义为 :Φ ( u) > ∫Ω ý u

p dx, J ( u) > ∫ΩV u
p dx.

注 :对 Π u ∈W
1, p
0 (Ω) , J ( u) ≤ ‖V‖s ‖u‖p

Y ,若 V变号 , J ( u) 是不确定的. Φ ( u) 的来源于 C
1 流形

L justern ik - Schnire lman临界点理论的一个正的临界值已被证明 [ 1 ]
.

W
1, p
0 (Ω) 指的是通常的 Sobo lev空间 ,范数 ‖u‖ = ( ∫Ω ý u

p dx)
1
p ,〈·, ·〉表示 W

1, p
0 (Ω) 和它的对偶空

间 W
- 1, p′
0 (Ω) 的对偶对. 注意到若 1 < p ≤N ,则 Y = L

s′p (Ω) ;若 p > N ,则 Y = C (Ω) ,其中 p′=
p

p - 1
是 p的

HÊlder共轭指数 , p
3 是临界指数 , 即若 p > N ,则 p

3
= ∞, 若 1 < p ≤N ,则 p

3
=

N p
N - p

.
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　　使用下面的记号 :

　　　　λ1 > inf ∫Ω ý u
p dx: u ∈W

1, p
0 (Ω) 和 ∫ΩV u

p dx = 1 (3)

　　　　λ′2 > m in λ∈ R:λ是特征值且λ >λ1
(4)

1. 2　 4个基本命题

记Μ > { u ∈W
1, p
0 (Ω) : J ( u) = 1} ,从 V

+ ≠0可推出Μ ≠φ. 此集合Μ为在 W
1, p
0 (Ω) 上的一个 C

1阶流

形. 下面的命题是此处引用的研究工具 :

命题 1[ 1 ] 　设γ(A ) 表示 W
1, p
0 (Ω) 中的 Krasnoselsk i′s亏格 , Γk > {A < M : A是紧的 ,对称的 ,且γ(A )

≥ k, k ∈N } ,则λk > inf
A∈ΓK

max
u∈A

Φ ( u) 是问题 (1) 的一个特征值.

命题 2　设 S
k 表示 R

k +1 的一致球面且ο(S
k
, M ) > { h ∈ C (S

k
, M ) : h是奇的 } , 则对 Π k ∈N ,μk >

inf max
h∈ο(S k - 1, M ) z∈sk - 1

Φ ( h ( z) ) 是问题 (1) 的一个特征值.

命题 3
[ 4 ] 　若 u ∈W

1, p
0 (Ω) 是问题 (1) 的非负弱解 ,则对 Π x ∈Ω, u ≡ 0或 u ( x) > 0.

命题 4[ 2 ] 　假定 V 满足文献 [ 5 ]中定理 (1. 2) , 则λ′2 = inf max
h∈B u∈h ( [ - 1, 1 ] ) ∫Ω | ý u |

p dx, 其中 B > {γ∈

C ( [ - 1, 1 ], M ) :γ( ±1) = ±φ1 } ,且φ1 ∈M 是相伴于特征值λ1 的正特征函数.

2　主要结果和证明

引理 1　λ∈ R是问题 (1) 的特征值当且仅当存在 u ∈W
1, p
0 (Ω) \ { 0} ,使得Φ′( u) =λJ′( u) .

证明 　首先令 f ( u) ∈ u , g ( u) ∈ ý u ,令 f和 g的 G - 导算子分别为 df和 dg,则 Π h ∈W
1, p
0 (Ω) ,

有 :〈df ( u) , h〉= lim
λ→0

u +λh - u
λ

= lim
λ→0

( u +λh) 2
- u

λ( u +λh + u )
=

uh
u

〈dg ( u) , h〉= lim
λ→0

ý ( u +λh) - ý u
λ

= lim
λ→0

( ý u +λý h) 2
- ý u

2

λ( ý u +λý h + ý u )
=

ý uý h
ý u

由于从上两式知 df ( u) 和 dg ( u) 映 W
1, p
0 (Ω) 入 R是有界线性的 ,所以 f和 g均 Fre′chet可微. 从而Φ和

J均 Fre′che t可微且 :〈Φ′( u) , h〉 = ∫Ω p ý u
p - 1 ý u·ý h

ý u
dx = ∫Ω p ý u

p - 2 ý u·ý hdx; 〈λJ′( u) , h〉=

λ〈J′( u) , h〉=λ∫Ω p u
p- 1 u·h

u
dx =λ∫Ω p u

p - 2 uhdx. 于是 λ是问题 (1) 的一个特征值当且仅当 ϖ u ∈

W
1, p
0 (Ω) \ 0 使得式 (1) 成立 Ζ ϖ u ∈W

1, p
0 (Ω) 使得Φ′( u) =λJ′( u) .

定理 1　λk ≤μk.

证明 　取 �Γk > { h (S
k - 1 ) : h ∈ο(S

k - 1
, M ) } ,证明 �Γk < Γk 即可.

对 ΠA ∈ �Γk , ϖ h ∈ο(S
k - 1

, M ) ,使得 A = h (S
k - 1 ) ,则 A < M且 A是紧的 ,对称的. 要证γ(A ) ≥ k, 假设

γ(A ) = m < k,则由 A ≠φ知 ,存在 l < k和φ∈C
0 (A, R

l
\ { 0} ) ,φ( - u) = - φ( u) . 则φ°h = pl ∈C

0 (S
K - 1

,

R
l \ { 0} ) 是一个奇映射 ,由此得γ(S

k - 1 ) ≤ l < k. 但由文献 [ 5 ]中的命题 5. 2知γ(S
k - 1 ) = k. 故γ(A ) ≥ k.

可得 �Γk < Γk ,所以λk ≤μk.

定理 2　λ1 =μ1 = inf ∫Ω ý u
p dx: u ∈W

1, p
0 (Ω) 和 ∫ΩV u

p dx = 1 ,即λ1 是最小的正特征值.

证明 　首先证明μ1 = inf ∫Ω ý u
p dx: u ∈W

1, p
0 (Ω) and ∫ΩV u

p dx = 1 . 事实上 , Π u ∈W
1, p
0 (Ω) ,

∫ΩV u
p dx = 1, 由于 S

0
= { - 1, 1}. 令 h (1) = u, h (1) = - u, 则有 h ∈ο(S

0
, M ) , 且 max

z∈S 0
Φ ( h ( z) ) =

∫Ω ý u
p dx] inf ∫Ω ý u

p dx: u ∈W
1, p
0 (Ω) 且 ∫ΩV u

p dx = 1 ≥μ1. 另一方面 , Π h ∈ο(S
k - 1

, M ) ,令 h (1) =
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u ∈M ,则 h ( - 1) = - u,且max
z∈S 0

Φ ( h ( z) ) = ∫Ω ý u
p dx] inf max

h∈ο(S o, M ) z∈S o
Φ ( h ( z) ) ≤ inf ∫Ω ý u

p dx: u ∈M ,

即μ1 ≤ inf ∫Ω ý u
p dx: u ∈M . 再证λ1 ≥ inf ∫Ω ý u

p dx: u ∈M .事实上 , ΠA ∈Γ1 ] A < M , A是紧的 ,对

称的 , 且 γ(A ) ≥ 1. 任取 u ∈ A, 有 Φ ( u) = ∫Ω ý u
2 dx. 由 Γ1 覆盖 M , 知 :λ1 = inf

A∈Γ1
max
u∈A

Φ ( u) ≥

inf
u∈M

max Φ ( u) ,Φ ( - u) = inf
u∈M ∫Ω ý u

p dx. 即λ1 =μ1 = inf ∫Ω ý u
p dx: u ∈W

1, p
0 (Ω) and ∫ΩV u

p dx = 1 .

即λ1 是最小的正特征值.

注 :当 p ≠ 2时 ,对于 k的其他情况 ,λk =μk 还是一个开放的问题 ;当 p = 2时 , k ≥ 1,λk =μk 的证明是

很简单的 ;当 p > 1和 N = 1, V ≡ 1时 ,在相关文献中已经证明.

引理 2　式 (3) 中的λ1 在某一点 u ∈M 达到其下确界且λ1 是问题 (1) 的最小正特征值. 此外 ,对某一

个 u ∈M ,λ1 =Φ ( u) 当且仅当 u是相伴于λ1 的特征函数.

证明 　令Μ = { u ∈W
1, p
0 (Ω) : J ( u) = 1} ,其中Φ ( u) = ∫Ω ý u

p dx, J ( u) = ∫ΩV u
p dx,显然Φ满足

文献 [ 5 ]中定理 1. 2条件 (1°) 和 (2°) . 下证 M < W
1, p
0 (Ω) 是弱闭的.

设 un < M , un →
弱

u, 则 { un } < W
1, p
0 (Ω) 弱有界 ] { un } 在 W

1, p
0 (Ω) 中有界 ] 在 L

p (Ω) 中 { un } →

u] un ( x) → u ( x) 几乎处处于 x ∈Ω ( { un }的子列仍记为 { un }. 由 V ∈L
s (Ω) , s ≥1,应用 Lebesgu控制收敛

定理知 1 = lim
n→∞

J ( un ) = J ( u) ] u ∈M ] M 弱闭. 于是由文献 [ 5 ]中定理 1. 2知 ,Φ在 M 上达到其下确界 ,从

而λ1 > 0. 另由λk 的定义易知当 k1 ≥ 2时 , λk ≥λ1. 至于最后一个结论则是显然的.

定理 3　设 u ∈M 是相伴于特征值λ1 的特征函数 ,则 u ( x) > 0或 u ( x) < 0.

证明 　因为 u ∈M是相伴于特征值λ1的特征函数 ,由引理 2知 u在式 (3) 中达到其下确界 ,下证 u 在

(3) 中也达到其下确界. 对 Π u ∈W
1, p
0 (Ω) ,有 u = u

+
- u

-
, u = u

+
+ u

-
,则 :

| ý | u | |
p
p - | ý u |

p
p = ∫Ω | ý | u | |

p dx - ∫Ω | ý u |
p dx =

∫Ω ( | ý | u | | - | ý u | ) [ | ý | u | |
p - 1

+ ⋯ +| ý u |
p - 1

] dx =

∫Ω ( | ý u
+

+ ý u
-

| - | ý u
+

- ý u
-

| ) [ | ý u
+

+ ý u
-

|
p - 1

+ ⋯ +| ý u
+

- ý u
-

|
p - 1

] dx =

∫Ω ( | ý u
+

+ ý u
-

|
2

- | ý u
+

- ý u
-

|
2 ) [ | ý u

+
+ ý u

-
|

p - 1
+ ⋯ +| ý u

+
- ý u

-
|

p - 1
]

( | ý u
+

+ ý u
-

| +| ý u
+

- ý u
-

| )
dx = 0

因此 | ý | u | |
p
p = | ý u |

p
p ,由 | u | ∈M ,知 | u | 在式 (3) 中也达到其下确界 ,由引理 2知 | u | 是

相伴于特征值λ1 的特征函数. 由命题 3可推出 Π x ∈Ω, | u ( x) | > 0,即 u ( x) > 0或 u ( x) < 0.

当 V ∈L
∞ (Ω) 时λ′2 =λ2 和当 V ≡1时λ′2 =μ2 分别在文献 [ 3 ]和文献 [ 6 ]中已证明. 命题 4的一个

直接结果是 :

定理 4　λ′2 =λ2 =μ2 = inf
h∈B

m ax
u∈h ( [ - 1, 1 ] ) ∫Ω ý u

p dx.

证明 　 Π h ∈B ] h ∈C ( [ - 1, 1 ], M ) 且 h ( ±1) = ±φ1 ,其中φ1是关于特征值λ1的某正特征函数. 令

B h = h ( [ - 1, 1 ] ) , Ah = B h ∪ ( - B h ) ,则 Ah ∈Γ2 ] m ax
u∈h ( [ - 1. 1 ] ) ∫Ω ý u

p dx = m ax
u∈A h ∫Ω ý u

p dx] λ′2 ≥λ2. 但λ′2

≤λ2 ] λ′2 =λ2. 用 S′+ 和 S′- 分别表示 R
2 中单位圆周 S′的上半圆周和下半圆周. p表示 R

2 到 R
1 的投影 ,

定义 �h: S
1 →M 如下 :

�h ( x, y) =
h [ p ( x, y) ] = h ( x) ,当 ( x, y) ∈ S

1
+ 时

- h [ p ( - x, y) ] = - h ( - x) ,当 ( x, y) ∈ S
1
- 时

(下转第 7页 )
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Abstract: Consider the nonlinear models Y = g (X,β) +ε, in the text , we constuct the emp irical log - likelihood statistic ofβ. It

shows that the statistics has the asymp totics chi - square variable distribution . The result can be used to construct the confidence re2
gions ofβ.
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则 �h ∈ο(S
1
, M ) 且 max

z∈S 1
Φ ( �h ( z) ) = m ax

z∈[ - 1, 1 ]
Φ ( h ( z) ) = max

u∈h [ - 1, 1 ] ∫Ω ý u
p dx] λ′2 ≥μ2 ] λ′2 =μ2.

上述结果在临界点理论和微分方程理论中有十分重要的作用.
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Abstract:Consider the eigenvalue p roblem -Δp u =λV ( x) | u | p - 2
u, u∈W
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