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魏 小 琴
(重庆师范大学 数学科学学院,重庆 401331

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇 摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

)

摇 摇 收稿日期:2020-05-28;修回日期:2020-06-24.

摇*基金项目:重庆市自然科学基金项目资助(CSTC2018JCYJAX0418).

作者简介:魏小琴(1996—),女,重庆万州区人,硕士研究生,从事微分方程与动力系统研究.

摘摇 要:离散动力系统是对常微分方程解族进行离散化之后得到的系统,因其形式简洁并易于反映问题

的本质,从 20 世纪 60 年代开始在 Smale 等著名数学家的倡导下蓬勃发展起来,对函数 n 次迭代的研究有助

于了解离散动力系统轨道的长期行为;关于二次分式函数的 n 次迭代将在已有结果的基础上利用共轭相似

法研究的前人未解决的 3 类特殊情形,即:b1 =0 且 a1c1 = 0;b1屹0 且 a1c1 = 0;a1b1c1屹0 且 a1 = a2 +1,b2 = b1 +
2,c1 = c2+1;共轭相似法的原理是找到一个可逆桥函数将二次分式函数转化为二次函数,再根据二次函数已

有的 n 次迭代结果解决问题;方法的关键在于寻找桥函数,但这没有一个固定的方法,针对每一类特殊情形,
将寻找不同的桥函数.

关键词:函数迭代式;桥函数;共轭相似法
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0摇 前摇 言

离散动力系统是对常微分方程解族进行离散化

之后得到的系统。 因其形式简洁并易于反映问题的

本质,从 20 世纪 60 年代开始在 Smale 等著名数学

家的倡导下蓬勃发展起来。 对函数 n 次迭代的研究

有助于了解离散动力系统轨道的长期行为。 具体地

说, 函数 f(x)的迭代[1] 是指对同一函数 f(x)的多

次复合。 f(x)的 n 次迭代记为

f n(x)= f 莓… 莓} f
n

(x)

对于函数的迭代,人们比较关心它的 n 次迭代

式。 如何求得函数的 n 次迭代式,就成为人们不断

研究的课题。
目前,已有的方法有不动点法[1]、矩阵法[2-3]、

共轭相似法[1,4]。 根据函数的不同,可以选择更为

适合它的方法去求解 n 次迭代式。 文献[1]用不动

点法求解一次函数 f(x)= ax+b 的 n 次迭代式, 得到

f n(x)= anx+1-a
n

1-a ·b

不动点法的原理是通过设置待定系数,利用函

数 f(x)的不动点计算出待定系数,进而求得函数 f
(x)的 n 次迭代式[1]。 方法针对求解一次函数的 n
次迭代式非常适合,当然,不动点法还可以用于二次

函数、线性分式函数,但却不是唯一最优的方法,对
于线性分式函数:

f(x)= ax+b
cx+d

文献[3]利用矩阵法讨论它的 n 次迭代。 文献

[4]则利用矩阵的特征多项式的理论,推广了前人

已有的结论,并得到了计算线性分式函数 n 次迭代

式的一般公式。 矩阵法的原理是首先定义线性分式

函数的系数矩阵,再根据数学归纳知,可以将求解线
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性分式函数的 n 次迭代问题转化为计算系数矩阵的

n 次幂问题[3]。 利用此方法,文献[5]用共轭相似法

求解二次函数 f(x)= ax2+bx+c 的 n 次迭代式, 得到

fn(x)=

a2n-1 x+ b
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

a
2n

- b
2a

摇 摇 当 b2-2b-4ac=0 时

2
a cos2narccos a

2 x+ bæ

è
ç

ö

ø
÷

4 - b
2a

摇 摇 当 b2-2b-4ac-8 =0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï 时

共轭相似法的原理是通过可逆桥函数 h(x),使
函数 f 与 g 满足 f=h-1 莓g 莓h,把一个复杂函数转化成

一个易求迭代式的较为简单的函数。 再求出简单函

数的 n 次迭代式,并利用 fn = h-1 莓gn 莓h 这一性质,进
而求解出原函数的 n 次迭代式[1-2]。 共轭相似法的

关键是桥函数, 但这没有一个固定的方法。
关于二次分式函数:

f(x)=
a1x2+b1x+c1
a2x2+b2x+c2

(1)

已有若干的研究成果。 如文献[6]给出二次分

式函数在两种情形 b1 = c1 = b2 =0 且 a1 颐 a2 颐 c2 =1 颐
2 颐 -1 以及 a1 = c1 = b2 = 0 且 b1 颐 a2 颐 c2 = 2 颐 -1 颐 1
下的 n 次迭代式结论,文献[7]给出二次分式函数

在两种情形 a2 = b1 =0 且 a1 颐 b2 =1 颐 2 以及 c1 = b2 =
0 且 b1 颐 c2 =2 颐 1 下的 n 次迭代式结论。 这些都是

二次分式函数的一些特殊情形,如何扩大更多特殊

情形的二次分式函数的 n 次迭代式,得到更多的结

果,就成为探究的重点。 二次分式函数有很多的特

殊情形,主要关注 a2b2c2屹0 的情形,并针对未解决

的 3 种的情形进行研究,即:
(i) 若 b1 =0 且 a1c1 =0 时;
(ii) 若 b1屹0 且 a1c1 =0 时;
(iii) 若 a1b1c1屹0 且满足:

a1 =a2+1,b2 = b1+2,c1 = c2+1
将通过对不同特殊情形下的二次分式函数选取

不同的桥函数, 利用共轭相似法求解得出结论。

1摇 主要结果及证明

定理 1摇 若 b1 = 0 且 a1c1 = 0 时,二次分式函数

如式(1)所示可转化为

f(x)=
c1

a2x2+b2x+c2
,当 a1 =0 时摇 摇 摇 摇 (2)

f(x)=
a1x2

a2x2+b2x+c2
,当 c1 =0 时摇 摇 摇 摇 (3

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï )

其中式(2)的 n 次迭代式为

f n(x)=

1
a2

c
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2n-1

x+
b2

2a
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

2n

-
b2

2a2

摇 摇 当
b2

c
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2

-2
b2

c1
-4

a2

c1
c2
c1

=0 时

1
2c1
a2

cos2narccos c1
2a2

x+
b2

4c
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
-
b2

2a2

摇 摇 当
b2

c
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2

-2
b2

c1
-4

a2

c1
c2
c1

-8 =0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï 时

式(3)的 n 次迭代式为

f n(x)=

1
b2

a
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2n-1 1
x +

b2

2c
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2n

-
b2

2c1

摇 摇 当
b2

a
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2

-2
b2

a1
-4

c1
a1

a2

a1
=0 时

1
2c1
a1

cos2narccos c1
2a1x

+
b2

4a
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
-
b2

2c1

摇 摇 当
b2

a
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2

-2
b2

a1
-4

c1
a1

a2

a1
-8 =0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï 时

证明摇 先证式(2)的 n 次迭代式, 取桥函数

h(x)= 1 / x, 则 h-1(x)= 1 / x, 于是由共轭相似 f(x)
= h-1 莓g 莓h(x)可得

g(x)= h 莓 f 莓h-1(x)=
a2

c1
1
x2 +

b2

c1
1
x +

c2
c1

再令 琢=1 / x,g(琢)=
a2

c1
琢2+

b2

c1
琢+

c2
c1

,根据二次函

数已有的 n 次迭代式知:

gn(琢)=

a2

c
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2n-1

a+
b2

2a
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

2n

-
b2

2a2

摇 摇 当
a2

c
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2

-2
b2

c1
-4

a2

c1
c2
c1

=0 时

2c1
a2

cos2narccos a2琢
2c1

+
b2

4c
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
-
b2

2a2

摇 摇 当
a2

c
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2

-2
b2

c1
-4

a2

c1
c2
c1

-8 =0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï 时
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最后由 f n(x)= h-1 莓g 莓h(x)可得 f n(x)。
式(3)的证明与式(1)的证明类似。 同样取桥

函数 h(x)= 1 / x,则 h-1(x) = 1 / x,通过共轭相似可

得到:

g(x)= h 莓 f 莓h-1(x)=
c2
a1
x2+

b2

a1
x+

a2

a1

再根据二次函数已有的 n 次迭代式知:

gn(x)=

b2

a
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2n-1

x+
b2

2c
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2n

-
b2

2c1

摇 摇 当
b2

a
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2

-2
b2

a1
-4

c1
a1

a2

a1
=0 时

2c1
a1

cos2narccos c1
2a1

x+
b2

4a
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
-
b2

2c1

摇 摇 当
b2

a
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2

-2
b2

a1
-4

c1
a1

a2

a1
-8 =0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï 时

最后由 f n(x)= h-1 莓gn 莓h(x)可得 f n(x)。

定理 2摇 若 b1屹0 且 a1c1 =0 时, 二次分式函数

如式(1)所示可转化为

f(x)=
b1x+c1

a2x2+b2x+c2
,当 a1 =0 时摇 摇 摇 (4)

f(x)=
a1x2+b1x

a2x2+b2x+c2
,当 c1 =0 时摇 摇 摇 (5

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï )

若式(4)满足 a2 =1,b1 = b2+2,c2 = c1+1,也即是

形如

f(x)= (B+2)x+C
x2+Bx+C+1

(6)

其中 B屹-2,C屹0。 它的 n 次迭代式为

fn(x)=

浊1(琢(B,C),茁(B,C))

摇 摇 当 B2+4B-4C=0 时

浊2(琢(B,C),茁(B,C))

摇 摇 当 B2+4B-4C-8 =0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï 时

其中

浊1(琢(B,C),茁(B,C))= 琢2n-1 1
x-1+

茁
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

琢
2n

- 茁
2{ }琢

-1

+1

浊2(琢(B,C),茁(B,C))=

- 2
琢 cos2narccos - 琢

2
1

x-1-
茁æ

è
ç

ö

ø
÷

4 - 茁
2{ }琢

-1

+1

且 琢(B,C)= B+C+2,茁(B,C)= B+2。
若式(5)满足 c2 = -1,a1 =a2+1,b2 = b1+2, 也即

是形如

f(x)= (A+1)x2+Bx
Ax2+(B+2)x-1

(7)

其中,A屹-1,B屹0。 它的 n 次迭代式为

fn(x)=

浊3(滋(A,B),淄(A,B))

摇 摇 当 B2+2B=0 时

浊4(滋(A,B),淄(A,B))

摇 摇 当 B2+2B-8 =0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï 时

其中

浊3(滋(A,B),淄(A,B))= 滋2n-1 1
x-1+

淄
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

滋
2n

- 淄
2{ }滋

-1

+1

浊4(滋(A,B),淄(A,B))=

2
滋 cos2narccos 滋

2 · 1
x-1+

淄æ

è
ç

ö

ø
÷

4 - 淄
2{ }滋

-1

+1

且 滋(A,B)= A+B+1,淄(A,B)= 2A+B+2。
证明摇 先证式 (6) 的 n 次迭代式,取桥函数

h(x)= 1 / ( x-1),则 h-1( x) = 1 / x+1。 由共轭相似

f(x)= h-1 莓g 莓h(x)得
g(x)= h 莓 f 莓h-1(x)= -(B+C+2)x2-(B+2)x-1
根据二次函数已有的 n 次迭代式知:

gn(x)=

浊忆1(琢(B,C),茁(B,C))

摇 摇 当 B2+4B-4C=0 时

浊忆2(琢(B,C),茁(B,C))

摇 摇 当 B2+4B-4C-8 =0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï 时

其中

浊忆1(琢(B,C),茁(B,C))= 琢2n-1 x+ 茁
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

琢
2n

- 茁
2琢

浊忆2(琢(B,C),茁(B,C))=

摇 摇 - 2
琢 cos2narccos - 琢

2 ·x- 茁æ

è
ç

ö

ø
÷

4 - 茁
2琢

且 琢(B,C)= B+C+2,茁(B,C)= B+2。
最后由 f n(x)= h-1 莓gn 莓h(x)可求得 f n(x)。
式(7)的 n 次迭代的证明与式(6)类似。 首先

取桥函数 h(x)= 1 / (x-1),则 h-1(x)= 1 / x+1,由共

轭相似得

g(x)= h 莓 f 莓h-1(x)= (A+B+1)x2+(2A+B+2)x+A
再根据二次函数已有的结论知:

gn(x)=

浊3 忆(滋(A,B),淄(A,B))

摇 摇 当 B2+2B=0 时

浊4 忆(滋(A,B),淄(A,B))

摇 摇 当 B2+2B-8 =0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï 时
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其中

浊3 忆(滋(A,B),淄(A,B))= 滋2n-1 x+ v
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

滋
2n

- 淄
2滋

浊忆4(滋(A,B),淄(A,B))=

摇 2
滋 cos2narccos 滋

2 ·x+ 淄æ

è
ç

ö

ø
÷

4 - 淄
2滋

且 滋(A,B)= A+B+1,淄(A,B)= 2A+B+2。
最后由 f n(x)= h-1 莓gn 莓h(x)可得 f n(x)。
定理 3摇 若 a1b1c1屹0 且满足 a1 = a2+1,b2 = b1 +

2,c1 = c2+1 时, 二次分式函数如式(1)所示可转化

为

f(x)= (A+1)x2+Bx+C+1
Ax2+(B+2)x+C

其中 A+B+C屹-2, 它的 n 次迭代式为

fn(x)=

浊5(准(A,B,C),渍(A,B,C))

摇 摇 当 B2+2B-4A-4AC=0 时

浊6(准(A,B,C),渍(A,B,C))

摇 摇 当 B2+2B-4A-4AC-8 =0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï 时

其中

浊5(准(A,B,C),渍(A,B,C))=

准2n-1 1
x-1+

渍
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

准
2n

- 渍
2{ }准

-1

+1

浊6(准(A,B,C),渍(A,B,C))=

2
准 cos2narccos 准

2 · 1
x-1+

渍æ

è
ç

ö

ø
÷

4 - 渍
2{ }准

-1

+1

且 准(A,B,C) = A+B+C+2,渍(A,B,C) = 2A+
B+2。

证明摇 取桥函数 h(x)= 1 / (x-1), 则 h-1(x)=
1 / x+1, 由共轭相似得

g(x)= h-1 莓 f 莓h(x)= (A+B+2)x2+(2A+B+2)x+A
再根据二次函数已有的 n 次迭代式的结论知:

gn(x)=

浊忆5(准(A,B,C),渍(A,B,C))

摇 摇 当 B2+2B-4A-4AC=0 时

浊忆6(准(A,B,C),渍(A,B,C))

摇 摇 当 B2+2B-4A-4AC-8 =0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï 时

其中

摇 浊忆5(准(A,B,C),渍(A,B,C))= 准2n-1 x+ 渍
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

准
2n

- 渍
2准

摇 浊忆6(准(A,B,C),渍(A,B,C))=

摇 摇 2
准 cos2narccos 准

2 ·x+ 渍æ

è
ç

ö

ø
÷

4 - 渍
2准

且 准(A,B,C) = A+B+C+2,渍(A,B,C) = 2A+
B+2。

最后由 fn(x)= h-1 莓gn 莓h(x)可得 fn(x)。

2摇 结束语

在前人已有的基础上, 用共轭相似法讨论了二

次分式函数:f(x)=
a1x2+b1x+c1
a2x2+b2x+c2

(a2b2c2屹0)的 3 类

特殊情形下的 n 次迭代式。 找到一个可逆桥函数

h(x),利用共轭相似使函数 f 与 g 满足 f = h-1 莓g 莓h,
将二次分式函数转化二次函数,根据二次函数已有

的 n 次迭代的结论,并利用 fn = h-1 莓gn 莓h 这一性质,
进而求得原二次分式函数的 n 次迭代式。 共轭相似

法的关键在于寻找可逆桥函数 h(x),但这没有一个

固定的方法。 针对每一类特殊情形,将寻找不同的

桥函数, 用共轭相似法求解得出结论。
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The Problem of n-th Iteration of Quadratic Fractional Functions

WEI Xiao-qin
(School of Mathematical Sciences, Chongqing Normal University, Chongqing 401331, China)

Abstract:The discrete dynamical system is obtained by discretizing the solution cluster of ordinary differential
equations. Due to the simple form and easy way of reflecting the nature of the problem, it has flourished since the
1960s under the initiative of Smale and other famous mathematicians. The study on n-th iteration of functions can
help us understand long-term behaviors of the orbits of the discrete dynamical systems. There have been plentiful
results on n-th iteration of the quadratic fractional functions. In this paper, based on the previous results, three
kinds of unsolved cases are investigated by using the conjugation similarity method, i. e. , (I) b1 =0 and a1c1 =0;
(II) b1 屹0 and a1c1 = 0; ( III) a1b1c1 屹0 and a1 = a2 +1,b2 = b1 +2,c1 = c2 +1. The principle of conjugation
similarity method is to find reversible bridge function to convert the quadratic fractional functions into quadratic
functions, then, according to the existing n-th iteration results on quadratic functions, we can solve the problem.
The key point of this method is to find bridge functions, but there is no general method. Thus, for every case, we
will find different bridge functions.

Key words:iteration of function; bridge function; conjugation similarity method
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