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摘摇 要:多顶点刚性折纸机构是可实现折叠和展开运动的一种空间机构,三顶点刚性折纸机构为多顶点

中的一种形式,针对三顶点刚性折纸机构可折叠性问题,提出了运动学中基于旋量理论分析此类型机构可折

叠性的方法;将三顶点刚性折纸机构运动学等效为双支链闭环的 6R 机构,建立该闭环机构的速度方程,对
运动副的运动旋量之间的线性相关性进行判断,确定运动等效机构的可动性;基于 Grassmann 线几何原理,
确定不同类型刚性折纸机构的维数,验证该类型刚性折纸机构运动旋量的线性关系;三顶点刚性折纸机构运

动学等效与分析机构运动旋量线性相关性的综合方法,能够实现从运动学分析角度判断三顶点刚性折纸机

构的可折叠性,并可拓展到其他多顶点刚性折纸机构的研究。
关键词:折纸机构;运动旋量;闭环机构;线性相关;可折叠
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0摇 引摇 言

折纸机构近年来发展迅速,它可以实现从二维

平面到三维立体的运动转变。 现在研究的折纸机构

都为刚性折纸,即绕折痕旋转的面板为刚性的,且都

在围绕刚性折纸的可折叠性进行科学探究。 折纸机

构有着丰富的数学理论[1],日本的三浦公亮曾提出

了著名的“三浦折叠冶理论,该理论开始应用在包装

太阳能电池板[2],之后出现在一种全固态的可折叠

超级电容器中[3]。 折纸在应用领域方面开始被渐

渐关注,在实用性上有了重大突破,但是缺乏对可折

叠性的证明,于是在对刚性折纸可折叠性理论的证

明上又引起众多研究者的探究。 EVANS 等[4] 通过

折纸二面角之间存在的关系与顶点配置来判断刚性

折叠性,这种方法使得刚性折纸可折叠性研究可以

从角度关系和配置类型方向探讨,为后续研究奠定

了基础;WU 等[5] 利用四元数和对偶四元数来讨论

刚性折纸可折叠性,后者可适用于分析多顶点折纸

的可折叠性,提出了旋转矢量模型,并建立了一组特

征矢量之间的环路封闭条件,可以有效地跟踪具有

单个顶点或多个顶点的初始平面或非平坦的整个刚

折叠过程。 但是空间定点旋转的四元数理论应用范

围非常有限,不适用于其他更多形态可折叠结构。
CAI 等[6]基于对偶四元数的方法,提出了顶点坐标

转换方法来探究圆柱形折纸可折叠性,通过对多顶

点折纸系统的 QRS 法来分析折角,利用对偶四元数

计算所有顶点的坐标,可以检验刚性折纸折叠性,提
出了新型的折纸机构即圆柱形折纸机构,但是由于

多顶点折纸的折叠角和顶点坐标的复杂性较高,未
能开发一种检测更多不同类型圆柱折纸算法;
STERN 等[7]通过寻找能量景观的基态来阐述自叠

式折纸的折叠复杂性,指出了能量景观在纸张中可

编程性的基本限制;ABEL 等[8] 提出一种线性时间

算法来测试具有规定边缘长度和角度的平面图的可

折叠性,以及一种多项式时间算法来计算不同折叠
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状态的数目,为开发其他算法提供了方向;SONG
等[9]在梯形折痕的折叠运动学下,提出了折叠仿真

算法和基本逆设计理论,还讨论了由两层可独立折

叠或相容折叠的折叠环结构设计条件和程序,提出

的框架在设计工程双曲结构中具有很高的应用价

值,如飞机上双曲夹层结构的可展开圆顶和折叠芯;
FENG 等[10]研究了广义三角折纸的峰谷配置及导

出的 6R 连杆,利用 D-H 法确定单顶点的角度关

系,并拓展到三顶点折纸机构,确定了 32 种 M-V 配

置方案,对用折纸刚性可折叠性进行判断。 这些方

法都是基于单个顶点的折纸模型,方法验证了单顶

点的峰谷线配置、二面角及扇形角关系等,并拓展到

多顶点的构型,提供了折纸机构可折叠性证明的数

理关系,并开始将折纸与机构运动学建立联系。 但

是在对多顶点折纸机构的运动学分析方面还需要进

一步探究,尤其是利用机构运动等效分析的方法还

鲜有涉及。
在机构运动学分析中,利用运动旋量分析复杂

的空间机构十分便捷,任一齐次变换矩阵 T 均可以

表示为相应的运动旋量的矩阵指数[11]。 旋量理论

在闭环和并联机构的运动学分析上被普遍应

用[12-14]。 按照旋量的加法规则,旋量之间的原部与

对偶部也线性相关。 根据 Grassmann 线几何原理,
可以根据线簇种类确定维数,并通过维数进一步确

定线矢量线性相关性。 偶量为自由矢量,方向相同即

可线性相关。 空间共点的一般旋量空间维度最大为

6,最小为 3[15]。 综上所述,可以通过旋量之间的线性

相关性来分析机构运动。
在单顶点折纸模型的基础上,利用现有的折纸

配置及角度关系,提出通过运动学等效机构及旋量

理论证明多顶点折纸机构刚性可折叠的方法。 此方

法将折纸与机构实现紧密联系,区别于以往的证明

方法,从旋量理论的角度解释可折叠的折纸,由单顶

点模型拓扑到三顶点折纸机构,对三顶点折纸进行

运动学的机构等效与刚性可折叠性分析。 首先将三

顶点折纸机构运动学等效为 3 种 6R 闭环机构,并
且固定其中一根连杆使之为定平台,将相对的连杆

定义为动平台,该机构最终转化为拥有一个动平台

与一个定平台的双支链 6R 闭环机构。 计算出运动

副的当前运动旋量,并由此建立速度方程,对运动副

运动旋量间的线性相关性进行分析,当闭环内运动

旋量之间线性无关,可证明闭环机构不具有可动性,
即不可折叠。 当运动旋量之间线性相关,进一步被

动副可以线性表示出主动副,闭环机构瞬时速度不

全为零,则可验证该机构具有可动性,即可折叠。 利

用机构学中的旋量理论,以运动学的角度,提出了一

种解决三顶点折纸刚性可折叠性的验证方法,并解

析三顶点折纸机构的折叠运动过程,分别验证三对

折痕平行、一对折痕平行及全不平行的 3 种折纸构

型的刚性可折叠性。 以此为基础可以进行更多顶点

的刚性折纸的研究,尤其以三顶点折纸的研究为理

论,很容易扩展到其他类型的折纸图案,例如拥有四

顶点折纸的正四边形的机构类型。 对 3 种不同类型

的三顶点折纸机构的刚性折叠性和机构运动学的深

入研究为折纸机器人的模块化单元奠定了理论基

础。 折纸连续体机械臂需要满足单元模块间的可折

叠,三顶点折纸机构的类型作为模块化单元在设计

中具有很大的应用价值。

1摇 闭环机构运动学分析

1郾 1摇 关节运动旋量当前表示形式

旋量理论可以将物体的运动描述为绕某一定轴

的转动和沿该轴的直线平移运动。 根据旋量理论,
闭链机器人运动学正解指数积公式可以表示为[11]

gST(兹)= e 孜̂11兹11e 孜̂12兹12e 孜̂13兹13e 孜̂1n兹1ngST(0)=
e 孜̂21兹21e 孜̂22兹22e 孜̂23兹23e 孜̂2n兹2ngST(0)

其中:gST(0)为在初始位形下机器人末端工具

坐标系 T 相对于惯性坐标系 S 的位姿;gST(兹)为经

刚体变换后机器人末端工具坐标系 T 相对于惯性

坐标系 S 的位姿;孜̂ i 为机器人在参考位形下第 i 个
关节的运动旋量。

三顶点折纸机构可以运动学等效为 6R 连杆机

构,运动学等效过程在下一节有具体表述。 通过利

用机器人运动学正解指数积公式表示出 6 个运动关

节由初始状态下到经刚体变换后的位姿。 由此可以

建立机构末端速度与关节速度的线性关系[12]:

VS
ST =JS

ST(兹)兹
·

(1)

其中:JS
ST(兹)= (孜忆1,孜忆2,…,孜忆n);兹

·
为各个关节

速度;VS
ST为机器人末端执行器相对于惯性坐标系 S

的空间速度;JS
ST(兹)为机器人的雅可比矩阵;孜忆为当

前位形下机器人各关节的运动副旋量坐标。
由此可以建立运动学等效的 6R 机构末端关节

速度与其余各关节速度的线性关系,并进一步将运

动方程与关节速度相联系。 螺旋理论是探究机构关

节的瞬时运动,所以需要得到变化的运动旋量,因此

当前位形下单位运动旋量坐标有:

孜忆=
-棕忆i伊q忆i

棕忆
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

i
(2)
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式(2)中:q忆i 为当前位形下轴线上一点的位置

矢量;棕忆i 为当前位形下关节轴线方向的单位矢量。
且满足[15]:

棕i忆=e棕̂
1
兹1e棕̂2兹2…e棕̂

i-1
兹i-1棕i (3)

q忆ié

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú1
=e 孜̂1兹1e孜2

^ 兹2…e 孜̂i-1兹i-1
qi(0)é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú1

(4)

式(4)中:qi(0)为初始位形下轴线上一点的位

置矢量。
可以写出运动学等效后 6R 连杆机构各关节当

前位形下的运动旋量坐标,将得到的各关节当前位

形下的运动旋量代入到所建立的速度方程中。
1郾 2摇 闭环机构的速度方程

将三顶点折纸机构运动学等效成 6R 连杆的闭

环机构,在运动学中探究机构的运动特性往往是通

过建立闭环机构的速度方程完成的。 将其中一杆件

固定,另一杆件作为运动平台,便形成了两支链的并

联机构。 将当前位形下机器人各关节的运动旋量坐

标代入式(1)中,得到并联机构的闭环速度方程为

VS
ST =[孜忆11,孜忆12,…,孜忆1n]

兹
·

11

兹
·

12

左

兹
·

1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

n

=[孜忆21,孜忆22,…,孜忆2n]

兹
·

21

兹
·

22

左

兹
·

2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

n

(5)
得到当前的向量方程形式:

孜忆11 兹
·

11+孜忆12 兹
·

12+…+孜忆1n兹
·

1n =

孜忆21 兹
·

21+孜忆22 兹
·

22+…+孜忆2n兹
·

2n (6)
进一步可以整理为

孜忆11 兹
·

11+孜忆12 兹
·

12+…+孜忆1n兹
·

1n-孜忆21 兹
·

21-

孜忆22 兹
·

22-…-孜忆2n兹
·

2n =0 (7)
将三顶点折纸机构首先运动学等效为 6R 连杆

闭环机构,又根据该折纸运动形式将其分解为双支

链的闭环机构,从而构成并联机构。 对于并联机构

来说,各个支链所连接的末端执行器的位姿是相同

的,因此建立了如式(7)所示的闭环机构的速度方

程,其中 孜nn表示第 n 条支链的第 n 个关节的运动旋

量;兹nn表示为第 n 条支链的第 n 个关节的关节变

量。 求解由位姿方程得到的速度方程,来探究简化

的 6R 闭环机构 6 关节运动旋量之间的线性相关

性,通过对运动副的运动旋量之间的线性相关性判

断,来确定运动学等效机构的可动性, 再基于

Grassmann 线几何原理,得到不同类型刚性折纸机

构的维数,从而确定不同类型折纸机构的刚性可折

叠性。

2摇 机构等效与约束关系

2郾 1摇 机构等效

三顶点折纸机构具有 3 种形式结构,即具有三

对折痕平行、一对折痕平行和每个折痕都不平行的

情况。 折纸机构可运动学等效为一个闭环机构,以
三对折痕平行的折纸(图 1)为例,实线为峰线,虚线

为谷线,每条折痕可等效为转动副(图 2),刚性板等

效为连杆,中间板可不予考虑,将其中一杆件固定形

成定平台,选择其中一杆为动平台,于是可以形成拥

有两条支链并联的闭环机构(图 3(a))。 假设在此

闭环机构中,R11为主动副,其余为被动副,用同样方

法也可得到一对折痕平行与折痕均不平行的两种构

型等效机构即图 3(b)和 3(c),找到机构关节间的

关系,并建立基坐标系和工具坐标系。

图 1摇 三对折痕平行折纸

Fig. 1摇 Three pairs of creases parallel origami

图 2摇 折痕等效转动副

Fig. 2摇 The equivalent rotating pair of crease

(a) 三对折痕平行
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(b) 一对折痕平行

(c) 折痕均不平行

图 3摇 折痕配置类型

Fig. 3摇 Types of crease configuration
图 3 中 琢i 为关节间扇形角,其中 i=1,2,3。
(1) 三对折痕平行的 6 杆机构关节轴线之间存

在如下关系:
关节轴线的平行关系:R11椅R21,R12椅R13,R23椅

R22;关节轴线的共点关系:R11与 R12,R13 与 R23,R21

与 R22共点。
(2) 一对折痕平行的 6 杆机构关节轴线之间存

在如下关系:
关节轴线的平行关系:R11椅R21;关节轴线的共

点关系:R11与 R12,R13与 R23,R21与 R22共点。
(3) 折痕均不平行的 6 杆机构关节轴线之间存

在如下关系:
关节轴线的平行关系:不存在;关节轴线的共点

关系:R11与 R12,R13与 R23,R21与 R22共点。
2郾 2摇 约束关系

2郾 2郾 1摇 单顶点折纸机构峰线谷线的角度关系

由单顶点折纸机构的角度关系推导出三顶点折

纸机构之间的角度关系,以此来进行角度之间的换

算求导。 虚线表示谷线,实线表示峰线,单顶点折纸

机构峰线与谷线部分类型如图 4 所示。

摇 摇
摇 摇 (a) 类型一摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b) 类型二

(c) 类型三

图 4摇 单顶点折纸机构峰线谷线部分配置类型

Fig. 4摇 Configuration type of peak line and valley line
part of single-vertex origami mechanism

单顶点折纸机构峰线谷线的配置类型在扇形角
和关节旋转角上存在一定的关系,这些角度关系在
分析机构中有重要作用。

在图 4(a)与在图 4(c)中有:
茁23+茁41 =仔,茁12+茁34 =仔,兹1 = -兹3,兹2 = 兹4 (8)

在图 4(b)中有:
茁23+茁41 =仔,茁12+茁34 =仔,兹1 = 兹3,兹2 = 兹4 (9)

其中:茁 为扇形角;兹 为关节旋转角。
2郾 2郾 2摇 三顶点折纸机构峰线谷线的角度关系

三顶点折纸机构峰线谷线之间的角度关系可由
单顶点折纸机构峰线谷线的角度关系得到。

三顶点折纸机构的折线配置类型如图 5 所示,
虚线表示谷线,实线表示峰线。 由图 5 所示,3 个单
顶点峰线谷线配置类型符合图 4 所示类型,A 顶点
符合类型一,B 顶点符合类型二,C 顶点符合类型
三,由式(8)和式(9)所示得到角度关系:

兹12 = -兹1,兹11 = 兹2

兹13 = -兹3,兹23 = 兹2

兹22 = 兹1,兹21 = -兹

ì

î

í

ïï

ïï
3

(10)

进一步,由式(10)所示,可知关节旋转角的角
度关系:

兹12 = -兹22,兹13 = 兹21,兹11 = 兹23 (11)
对式(11)所示的关节旋转角 兹 求导,可得到关

节速度 兹· 的关系:
兹·12 = -兹·22,兹

·
13 = 兹

·
21,兹

·
11 = 兹

·
23 (12)

图 5摇 三顶点折纸机构峰线谷线配置类型

Fig. 5摇 Peak-line and valley-line configuration type of
three-vertex origami mechanism
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3摇 机构线性关系与可折叠性分析

3郾 1摇 三对折痕平行机构的分析

将闭环机构分成两个支链,根据式(2)、式(3)
和式(4),写出当前位形下各个关节对应的运动副
旋量坐标如下:
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一条轴线的运动旋量可以用仅有原部和偶部的
矢量来进行表示:
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(13)
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其中:
X1 =L2[-s琢2c琢3 s兹11 s兹12+c兹12 s琢2(c琢1c琢3c兹11-

s琢1 s琢3c兹21)-c琢2( s琢1c琢3c兹11+c琢1 s琢3c兹21)]
X2 =L2[-s琢2c琢3c兹11 s兹12+c兹12 s琢2( s琢1 s琢3 s琢21-

c琢1c琢3 s兹11)+c琢2( s琢1c琢3 s兹11+c琢1 s琢3 s兹21)]
X3 =L2 s琢3[-s琢2 s兹12c(兹11-兹12)+c琢1 s琢2c兹12c(兹11+

兹21)+s琢1c琢2 s(兹11-兹21)]
由式(7)(12)和(13)可以得到:
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整理得到:
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进行赋值运算,即

兹
·

11-兹
·

13 = k1

兹
·

12+兹
·

13 = k2

兹
·

11-兹
·

12 = k

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

3

(15)

将式(15)代入式(14)得到如式(16)所示:
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将计算出的当前位形下的运动旋量坐标代入式
(16),即可以得到具体的表达式,由于结构式太长,
不再进行具体表述。 以式(16)所示进行分析,等式
右侧是由两个过原点的原部与 4 个空间偶部组成。
根据 Grassmann 线几何原理,空间共点条件下任意多
条线矢量所组成的集合维数为 3,即构成三维线簇。
因此共点的 3 个转动副是可以线性表示另一单一转
动,而此式仅存在两个共点的转动副,其维数仅为 2,
无法线性表示另一转动。 由于偶量为自由矢量,方向
相同的偶量即可线性相关,且维数最大为 3,此式存
在 4 个空间偶部,是线性相关的。 综合原部与对偶部
的分析,此结构式无法求出满足速度方程的解,进一
步无法积分得到位姿方程的解,该机构不具有可动
性,即三对折痕平行的折纸类型是不可以折叠的。
3郾 2摇 一对折痕平行机构的分析

根据式(2)(3)(4)和式(13)所示,写出当前位
形下各个关节对应的运动旋量坐标:
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将当前位形下各个关节对应的运动旋量坐标与
式(12)代入式(7),可得到:
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整理得到:
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将系数相同的矢量合并:
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如式(17)所示分析,等式右侧是由 3 个过原点
的原部与 3 个空间对偶部组成。 空间 3 个共点的线
矢量,所组成集合的维数最大为 3,即可以构成三维
线簇。 共点的 3 个转动副可以线性表示另一单一转
动,是存在线性相关性的。 因此,右侧存在的 3 个共
点转动副,理论上可以线性表示另一单一转动,存在
线性相关性。 对于最右侧 3 个方向不同的对偶部来
讲,维数最大可为 3,因此可以线性表示另一偶量,
因此也存在线性相关性。 综合原部与对偶部的系数
观察,等式左侧系数与右侧系数存在关系,并不是独
立存在的。 将式(17)等式右侧系数相同的矢量合
并可组成 3 个新矢量,即如式(18)所示的非齐次线
性方程。 将当前关节的运动旋量坐标具体值代入非

齐次线性方程求解 兹
·
,若 兹

·
存在则证明可以求出满

足速度方程的解,进一步积分得到位姿方程的解,该
机构是有可动性的,即一对折痕平行的折纸类型是

可以折叠的;若 兹
·
不存在,即不可折叠。

3郾 3摇 折痕均不平行机构的分析

根据式(2)(3)(4)和(13)所示,写出当前位形
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下各个关节对应的运动旋量坐标:
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将当前位形下各个关节对应的运动旋量坐标与
式(12)代入式(7)可得到:
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整理得到:
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将系数相同的矢量合并:
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与一对折痕平行的折纸类型分析方法相同,现以

式(19)所示分析,等式右侧是由 3 个过原点的原部与
3 个空间对偶部组成。 右侧的 3 个共点的线矢量,所
组成集合的维数最大为 3,即可构成三维线簇。 共点
的 3 个转动副可以线性表示另一单一转动,存在线性
相关性。 最右侧 3 个方向不同的对偶部,维数最大可
为 3,因此可以线性表示另一偶量,因此也存在线性
相关。 综合原部与对偶部的系数观察,等式左侧系

数与右侧的系数 兹
·

11相同。 将式(19)等式右侧系数
相同的矢量合并可组成 3 个新矢量,即如式(20)所
示的非齐次线性方程。 将当前运动旋量坐标具体值

代入非齐次线性方程求解 兹
·
,若 兹

·
存在则证明可以

求出满足速度方程的解,进一步积分得到位姿方程
的解,该机构是有可动性的,即一对折痕平行的折纸

类型是可以折叠的;若 兹
·
不存在,即不可折叠。

4摇 结摇 论

将三顶点折纸机构运动学等效为成双支链闭环
的 6R 机构,根据并联机构支链的特点,结合运动学
中的旋量理论,建立了闭环机构的速度方程,通过运
动旋量间的线性相关性来证明机构的可动性,即证
明折纸机构的可折叠性。 三顶点折纸机构有多种峰
线谷线的配置类型,会存在不同的扇形角,都可以通
过本文的运动学等效机构方法,将折痕等效为转动
副,刚性板等效为连杆,从而建立仅存在转动副的连
杆机构。 以运动旋量线性相关性的角度来探究折纸
机构的可折叠性,并以运动学等效的机构为模型,进
行下一步的运动仿真。 不同参数类型的多顶点折纸
机构是否可折叠,则需要将具体数值代入速度方程
中判断是否存在相应系数,以验证该类型的可折叠
性。 可依据此验证方法,来探究三顶点以上的多顶点
刚性折纸机构的可折叠性,并以三顶点折纸机构为模
型,提供了折纸机器人模块化单元设计的基础理论。

参考文献(References):
[1]摇 CHEN Y, YAN J, FENG J, et al. Geometric and

Kinematic Analyses and Novel Characteristics of Origami-
Inspired Structures[J]. Symmetry,2019,11(9):1101—
1114

[2]摇 MIURA K. Method of Packaging and Deployment of
Large Membranes in Space [ C ] 椅 31st International
Conference of Astronautics Federation. Tokyo,Japan,1980

[3]摇 NAM I, KIM G P, PARK S, et al. All - solid - state,
Origami - type Foldable Supercapacitor Chips with
Integrated Series Circuit Analogues [ J ]. Energy &
Environmental Science, 2014, 7(3):1095—1102

[4]摇 EVANS T A, LANG R J, MAGLEBY S P, et al. Rigidly
Foldable Origami Twists [ M]. Provindence: American
Mathematical Society, 2015

[5]摇 WU W, YOU Z. Modelling Rigid Origami with Quaternions
and Dual Quaternions[J]. Proceedings of the Royal Society
A Mathematical Physical & Engineering Sciences, 2010, 466
(2119):2155—2174

[6]摇 CAI J, ZHANG Y, XU Y, et al. The Foldability of
Cylindrical Foldable Structures Based on Rigid Origami[J].
Journal of Mechanical Design ASME, 2016, 138 ( 3 ):
1401—1408

[7]摇 STERN M, PINSON M B, MURUGAN A. The
Complexity of Folding Self-Folding Origami[J]. Physical
Review X, 2017, 7(4):1070—1085

12



重庆工商大学学报(自然科学版) 第 38 卷

[8]摇 ABEL Z R, DEMAINE E D, DEMAINE M L, et al. Flat
Foldings of Plane Graphs with Prescribed Angles and
Edge Lengths [ C] 椅 International Symposium on Graph
Drawing. Springer, 2014

[9]摇 SONG K, ZHOU X, ZANG S, et al. Design of Rigid-
foldable Doubly Curved Origami Tessellations Based on
Trapezoidal Crease Patterns[J]. Proceedings of the Royal
Society A: Mathematical, Physical and Engineering
Sciences,2017,473(2200):16—33

[10] FENG H, PENG R, MA J, et al. Rigid Foldability of
Generalized Triangle Twist Origami Pattern and Its
Derived 6R Linkages [ J ]. Journal of Mechanisms &
Robotics,2018, 10(5):1003—1015

[11] 熊有伦,李文龙,陈文斌,等. 机器人学:建模、控制与
视觉[M]. 武汉:华中科技大学出版社,2018
XIONG Y L, LI W L, CHEN W B, et al. Robotics:
Modeling, Control and Vision [ M]. Wuhan: Huazhong
University of Science and Technology Press, 2018 ( in
Chinese)

[12] 罗玉坤,周健,李立君,等. 基于旋量理论的 4-R(SS)
~ 2 并联机器人正运动学分析[J]. 机床与液压,2018,
46(3):33—37

LUO Y K, ZHOU J, LI L J, et al. Positive Kinematics
Analysis of 4 - R ( SS) ~ 2 Parallel Robot Based on
Screw Theory[ J]. Machine Tool and Hydraulics, 2018,
46(3):33—37(in Chinese)

[13] 张付祥,付宜利,王树国. 闭链级联式机器人基于旋量
理论的运动学分析方法[J]. 机械工程学报,2006(4):
112—117
ZHANG F X, FU Y L, WANG S G. Kinematics Analysis
Method of Closed-chain Cascade Robot Based on Screw
Theory[ J]. Journal of Mechanical Engineering, 2006
(4):112—117(in Chinese)

[14] 周一群,牛军川.并联机构的螺旋理论坐标简化方法[J].
机械科学与技术,2017,36(5):679—684
ZHOU Y Q, NIU J C. A Helical Theoretical Coordinate
Simplification Method for Parallel Mechanisms [ J ].
Mechanical Science and Technology, 2017,36(5):679—
684(in Chinese)

[15] 于靖军. 机器人机构学的数学基础[M]. 2 版. 北京:
机械工业出版社, 2008
YU J J. Mathematical Foundation of Robotics[M]. 2nd
Edition. Beijing: Mechanical Industry Press, 2008 ( in
Chinese)

Foldability Analysis of Three-Vertex Rigid Origami
Based on Screw Theory

ZHUANG Yan-shuai,ZHANG Fan,CUI Guo-hua
(School of Mechanical and Automotive Engineering, Shanghai University of

Engineering Science, Shanghai 201620, China)

Abstract:The multi-vertex rigid origami mechanism is a spatial mechanism that can be folded and expanded.
The three-vertex rigid origami mechanism is a form of multi-vertex. Aiming at the foldability of the three-vertex rigid
origami mechanism, a method based on screw theory in kinematics is proposed to analyze the foldability of this type of
mechanism. The kinematics of the three-vertex rigid origami mechanism is equivalent to a double-branched closed-
loop 6R mechanism, and the velocity equation of the closed-loop mechanism is established. The linear correlation
between the motion screws of the kinematic pairs is judged to determine the movability of the motion equivalent
mechanism. Based on the Grassmann line geometry principle, the dimensions of different types of rigid origami
mechanisms were determined, and the linear relation of motion screws of the rigid origami mechanism was verified.
The synthetical method of kinematic equivalence and linear correlation analysis of motion screws of three-vertex rigid
origami mechanism can realize the judgment of foldability of the three -vertex rigid origami mechanism from the
perspective of kinematic analysis, and can be extended to the research of other multi-vertex rigid origami mechanism.

Key words:origami mechanism;motion screw;closed loop mechanism;linear correlation;foldability
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