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具有非单调传染率与连续干扰的

SIQR 模型的稳定性研究*
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摘摇 要:将连续方式的接种、剔除和隔离干扰引入模型,建立了一类具有非单调传染率的 SIQR 传染病

模型;首先,通过计算得到了疾病流行的阈值 R0 及无病平衡点和地方病平衡点存在的条件;其次,当 R0 <1

时,采用 Routh鄄Hurwitz 判据和极限方程理论证明了无病平衡点具有全局渐近稳定性,当 R0 >1 时,运用

Liapunov 函数和 LaSalle 不变集原理证明了地方病平衡点 E*也具有全局渐近稳定性;接着,为了进一步说明

理论研究的正确性,利用 Matlab 软件进行了计算机模拟;最后,借助阈值 R0 的偏导数,对连续方式的接种、

剔除和隔离策略进行了比较和分析。
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0摇 引摇 言

传染病是危害人类身体健康的大敌,传染病的

防治一直受到高度重视。 世界各国政府和研究机构

采取了一系列的预防和控制措施,已取得辉煌的成

果。 但是,随着经济发展的全球化,生态环境的变化

及病原体抗药性的增强,一些已被灭绝或治愈的传

染病和一些新出现的传染病呈现出全球化传播和发

展的趋势。 因此,不管是国内还是国外对传染病进

行有效的预防和控制都是刻不容缓的。

在传染病动力学性态的研究中,有一项非常重

要且是必不可少的,把它定义为疾病的发生率,其一

般表达式为 茁C(N) S( t)
N( t) I( t),其中,茁C(N)被称之

为有效接触率。 在经典的传染病模型中,发生率

茁S( t) I( t)和 茁 S( t)
N( t) I( t)被大量使用,它们分别被称

为双线性发生率和标准发生率[1-6]。 近 20 年来,随

着传染病模型的不断深入,又有一些能更好反映疾

病传播特点的发生率被提出,如 茁f忆 ( S) I, 茁SpIq,

茁SI
1+琢N, 茁SIp

1+琢Iq
, bSI
1+aI2

[7]

等,这些发生率的引入使传染

病模型得出了一些新的结果。

此外,为了有效地预防和控制传染病的发生和

发展,通常采取相应的预防和控制策略,并且同样的
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防控策略可以用不同的方式来体现,如有连续接种

与脉冲接种、连续剔除与脉冲剔除等[8]。 目前已有

大量的文献[9-13]研究了连续方式的预防和控制策略

对传染病流行的影响,但关于不同预防和控制措施

的混合且对各种防控措施进行比较的文献还不多

见。 针对上述情况,本文将连续方式的接种、剔除和

隔离干扰引入模型,建立了一类具有非单调传染率

的 SIQR 传染病模型,从理论研究和计算机模拟方

面分析了无病平衡点和地方病平衡点的存在性以及

全局稳定性。

1摇 模型的假设及建立

将所 研 究 的 种 群 分 为 4 类: 易 感 者 类

(Susceptible )、 染 病 者 类 ( Infected )、 隔 离 者 类

(Quarantined)和移出者类(Recovered)。 S( t)表示 t

时刻易感者的数;I( t)表示 t 时刻染病者的数量;

Q( t)表示 t 时刻隔离者的数量;R( t)表示 t 时刻移

出者的数量;A 表示种群的输入常数,并假设新生儿

均为易感者; bSI
1+aI2

为疾病的非单调传染率;d 为种

群的正常死亡率;q1 和 q2 分别为染病者和隔离者的

因病死亡率;p 为对易感群体的接种率;k 为对染病

群体的剔除率;酌 为染病者的恢复系数;啄 表示从染

病者被隔离的比例,反映了隔离的强度;着 为隔离者

的恢复系数。 假设 A,a,b,d,p1,p2,p,k,啄,着 和 酌 均

为正数。

根据上述假设和说明,可以得到如下 SIQR 仓

室结构,如图 1 所示。

图 1摇 SIQR 传染病模型框图

Fig. 1摇 Compartment structure of SIQR epidemic model

得到相应的 SIQR 微分方程模型:

dS
dt =A-

bSI
1+aI2

-(d+p)S

dI
dt =

bSI
1+aI2

-(d+p1+酌+啄+k) I

dQ
dt = 啄I-(着+d+p2)Q

dR
dt = pS+酌I+着Q-

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï dR

(1)

2摇 平衡点的存在性分析

对于式(1),令 d+p1+酌+啄+k =m,着+d+p2 = n,则

可以得到如下系统:

dS
dt =A-

bSI
1+aI2

-(d+p)S

dI
dt =

bSI
1+aI2

-mI

dQ
dt = 啄I-nQ

dR
dt = pS+酌I+着Q-d

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï R

(2)

对式(2)作尺度变换,先令
b
n S = x, b

n I = y, b
n Q=

棕, b
n R= z, 子

n = t,然后用 S,I,Q,R,t 替代 x,y,棕,z,

子,从而得到如下系统:

dS
dt =A0-

SI
1+籽I2

-(d0+p0)S

dI
dt =

SI
1+籽I2

-m0 I

dQ
dt = 啄0 I-Q

dR
dt = p0S+酌0 I+着0Q-d0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï R

(3)

这里,A0 =
bA
n2 ,籽 = an2

b ,d0 = d
n ,p0 = p

n ,m0 = m
n ,

啄0 =
啄
n ,酌0 =

酌
n ,着0 =

着
n 。

总人群令为 N( t),N( t) = S( t) +I( t) +Q( t) +

R( t)。 由式(3)可得到总人群方程:

dN
dt =A0-d0N-(1-着0-d0)Q-(m0-酌0-啄0-d0)

94
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I=A0-d0N-
p2

n Q-
p1

n I臆A0-d0N

从而得到:

N( t)臆N(0)e-d0t+
A0

d0
(1-e-d0t)

进而得到 lim
t寅+肄

sup(N( t))=
A0

d0
,因此式(3)的可

行域为闭集:

D= (S,I,Q,R)沂R4
+ S+I+Q+R臆

A0

d{ }
0

且 D 是式(3)的一个最大正向不变集。

令式(3)中各个方程的右端项等于零:

A0-
SI

1+籽I2
-(d0+p0)S=0

SI
1+籽I2

-m0 I=0

啄0 I-Q=0

p0S+酌0 I+着0Q-d0R

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï =0

(4)

通过计算得到式(3)的无病平衡点:

E0
A0

d0+p0
,0,0,

A0p0

d0(d0+p0

æ

è
ç

ö

ø
÷

) =
驻

S0,I0,Q0,R( )0

当 S=m0(1+籽I2)时,得到:

m0(d0+p0)籽I2+m0 I+m0(d0+p0)-A0 =0 (5)

定义疾病流行与否的阈值-基本再生数:

R0 =
bA

(d+p)(d+p1+酌+啄+k)
= bA
m(d+p)=

A0

m0(d0+p0)
当 R0 >1 时,由式(4)和(5)得到式(3)的唯一

地方病平衡点 E*(S*,I*,Q*,R*),其中:

I* =
1-4(d0+p0) 2(1-R0) -1

2籽(d0+p0)

S* =m0(1+籽I2*),Q* = 啄0 I*

R* =
p0籽I*2+(酌0+着0啄0)p0S*+p0m0

d0

综上讨论可以得到如下定理:

定理 1摇 式(3)总存在无病平衡点 E0;当 R0 >1

时,式(3)还存在唯一的地方病平衡点 E*。

3摇 无病平衡点的稳定性分析

定理 2摇 当 R0<1 时,式(3)的无病平衡点 E0 是

局部渐近稳定的;当 R0 >1 时,无病平衡点 E0 是不

稳定的。

证明摇 当基本再生数 R0 <1 时,在无病平衡点

E0 处,式(3)的雅可比矩阵是

J(E0)=

-d0-p0 -
A0

d0+p0
0 0

0 -m0(1-R0) 0 0

0 啄0 -1 0

p0 酌0 着0 -d

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

0

矩阵 J(E0)的特征方程为

(姿+d0+p0)(姿+m0(1-R0))(姿+1)(姿+d0)= 0

可得 4 个特征值分别为

姿1 = -(d0+p0),姿2 =m0(R0-1)

姿3 = -1,姿4 = -d0

当 R0<1 时,姿1 <0,姿2 <0,姿3 <0,姿4 <0,即矩阵

J(E0)的一切特征值的实部都是负数,所以,式(3)

的无病平衡点 E0 具有局部渐近稳定性;当 R0 >1

时,特征值 姿2 >0,即矩阵 J(E0)至少存在一个特征

值,它的实部是正数。 因此,无病平衡点 E0 在闭集

D 内是不稳定的。

定理 3摇 当 R0<1 时,式(3)的无病平衡点 E0 是

全局渐近稳定的。

证明摇 根据式(3)的第一个表达式可以得到

dS
dt臆A0-(d0+p0)S

依据比较原理得到,存在常数 T>0,当 t>T 时,

有 S( t)臆
A0

d0+p0
,进而推出:

dI
dt =

SI
1+籽I2

-m0 I臆I(S-m0)= m0 I0(R0-1)

当 R0<1 时,有dI
dt =m0 I0(R0 -1)臆0,从而得出

lim
t寅+肄

I( t)= 0。 当 t寅+肄时,式(3)的极限方程为

dS
dt =A0-(d0+p0)S

dQ
dt = -Q

dR
dt = p0S+着0Q-d0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï R

(6)
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解式(6)中的第一个和第二个方程可以得到:

S( t)=
A0

d0+p0
+C1e-d0t,Q( t)= C2e-t

从而得到:

lim
t寅+肄

S( t)=
A0

d0+p0
=S0

lim
t寅+肄

Q( t)= 0 =Q0 (7)

将式(7)代入式(6)中的第 3 个表达式得到如

下结果:

lim
t寅+肄

R( t)=
p0

d0
S0 =

p0A0

d0(d0+p0)
= R0

所以,式(6)的平衡点是全局渐近稳定的,再根

据极限方程理论可知,当 lim
t寅+肄

I( t)= 0 时,式(3)的任

意解 E,都有 lim
t寅+肄

E=E0。 所以,当 R0<1 时,式(3)的

无病平衡点 E0 是全局渐近稳定的。

4摇 地方病平衡点的稳定性分析

定理 4摇 当 R0>1 时,式(3)的地方病平衡点 E*

局部渐近稳定。

证明摇 在地方病平衡点 E*处,系统式(3)的雅

可比矩阵是

J(E*)=

-d0-p0-
I*

1+籽I*2 -
m0(1-籽I*2)

1+籽I*2 0 0

I*

1+籽I*2 -
2m0籽I*2

1+籽I*2 0 0

0 啄0 -1 0

p0 酌0 着0 -d

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

0

则矩阵 J(E*)的 4 个特征值分别为 姿1,姿2,姿3 = -1<

0,姿4 = -d0<0,其中特征值 姿1 和 姿2 也是二阶矩阵

J*(E*)=
-d0-p0-

I*

1+籽I*2 -
m0(1-籽I*2)

1+籽I*2

I*

1+籽I*2 -
2m0籽I*2

1+籽I*

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷2

的特征根,即是方程 姿2+a1姿+a2 =0 的两个根,其中,

a1 =d0+p0+
I*

1+籽I*2+
2m0籽I*2

1+籽I*2

a2 =
-d0-p0-

I*

1+籽I*2 -
m0(1-籽I*2)

1+籽I*2

I*

1+籽I*2 -
2m0籽I*2

1+籽I*2

由 Hurwitz 判据,在方程 姿2+a1姿+a2 =0 时,有

H1 =a1 =d0+p0+
I*

1+籽I*2+
2m0籽I*2

1+籽I*2 > 0

H2 =a1a2 =

m0 I*(2籽2(d0+p0) I*3+籽I*2+2籽(d0+p0) I*+1)
(1+籽I*2) 2 > 0

即特征值 姿1 <0,姿2 <0。 又由于特征值 姿3 = -1<0,

姿4 = -d0 <0,从而得到矩阵 J(E*)的一切特征值的

实部都是负的。 所以,当 R0 >1 时,式(3)的地方病

平衡点 E*局部渐近稳定。

定理 5摇 当 R0>1 时,式(3)的地方病平衡点 E*

全局渐近稳定。

证明摇 因为式(3)的前两个式子不含有 Q 和

R,故研究式(3)的子系统:

dS
dt =A0-

SI
1+籽I2

-(d0+p0)S

dI
dt =

SI
1+籽I2

-m0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï I

(8)

对于式(8),构造 Liapunov 函数:

V( t) = S*乙S
S*

子 - S*

子 d子 +

S*

m0
乙I
I*

S*子
1 + 籽子2 + (d0 + p0)S* - A0

子 d子

则 V( t) 是正定函数,因为 V ( t) 沿着式 (8) 的导

数有:

V忆( t)=
S*(S-S*)(A0-

SI
1+籽I2

-(d0+p0)S)

S +

S*

m0

S*I
1+籽I2

+(d0+p0)S*-A0

I ( SI
1+籽I2

-m0 I)=

S-S*

S (A0S*- SIS
*

1+籽I2
-(d0+p0)SS*)+

S*

m0
( S*I
1+籽I2

+(d0+p0)S*-A0)(
m0S
S* -m0)=

15
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-
A0(S-S*) 2

S 臆0

容易得到,当且仅当 S= S*时有 V忆( t)= 0,从而

有 V忆( t) = 0 的正向最大不变子集是{( S*, I*)}。

根据 LaSalle 不变集原理可知(S*,I*)在 R2
+上是全

局渐近稳定的,从而进一步得到:当 R0 >1 时,式(8)

的任意解都接近于(S*,I*),即

lim
t寅+肄

S( t)= S*, lim
t寅+肄

I( t)= I*

考虑式(3)的第三个方程,可以得到其极限方

程为

Q(t) = [Q0 + 乙t
t0
啄0I(子)exp(子 - t0)d子]·exp(子 - t0)

借助洛必达法则得到:

lim
t寅+肄

Q( t)= lim
t寅+肄

啄0 I( t)= 啄0 I* =Q*

同理,可以计算出:

lim
t寅+肄

R( t)=
p0S*+酌0 I*+着0Q*

d0
=R*

所以,在区域 D 上,式(3)的地方病平衡点 E*

具有全局吸引性,结合定理 4,故则当 R0 >1 时,式

(3)的地方病平衡点 E*是全局渐近稳定的。

5摇 计算机模拟

在式(3)中,选取参数 A0 = 0郾 2,籽 = 3,d0 = 0郾 4,

p0 = 0郾 2,m0 = 0郾 5,酌0 = 0郾 1, 啄0 = 0郾 2,着0 = 0郾 4。 取

6 组不同的初值分别为 S(0) = 0郾 15,I(0) = 0郾 03,

Q(0)= 0郾 2, R (0 ) = 0郾 3; S (0 ) = 0郾 075, I ( 0 ) =

0郾 025,Q(0)= 0郾 1,R(0)= 0郾 05;S(0)= 0郾 2,I(0)=

0郾 05,Q(0)= 0郾 03,R(0)= 0郾 1;S(0)= 0郾 25,I(0)=

0郾 05,Q(0)= 0郾 16,R(0)= 0郾 2;S(0)= 0郾 4,I(0)=

0郾 1,Q( 0 ) = 0郾 08, R ( 0 ) = 0郾 12; S ( 0 ) = 0郾 1,

I(0)= 0郾 2,Q(0) = 0郾 05,R(0 ) = 0郾 15。 通过计

算可 得 R0 = 0郾 666 7 < 1, 无 病 平 衡 点 E0 =

(0郾 333,0,0,0郾 167) ,利用 Matlab 软件对式(3)

进行数值模拟可以得到图 2。

摇 摇 摇 摇

摇 摇 摇 摇

图 2摇 R0 =0郾 666 7 时,6 组不同初值时的无病平衡点的全局稳定性示图

Fig. 2摇 Global stability of the disease鄄free equilibrium point in six different initial values when R0 =0郾 666 7

摇 摇 选取参数 A0 = 4,籽 = 0郾 02,d0 = 0郾 5,p0 = 0郾 2,

m0 =0郾 8,酌0 = 0郾 1,啄0 = 0郾 1,着0 = 0郾 25。 取 6 组不同

的初值分别为 S(0)= 0郾 6,I(0)= 3郾 4,Q(0)= 2郾 2,

R(0)= 4郾 5;S (0 ) = 1郾 5, I (0 ) = 3, Q (0 ) = 2郾 4,

R(0)= 4;S (0 ) = 3郾 5, I (0 ) = 0郾 5, Q (0 ) = 1郾 8,

R(0)= 2;S (0 ) = 2郾 5, I (0 ) = 1郾 6, Q (0 ) = 0郾 9,
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R(0)= 3郾 4;S(0)= 3,I(0)= 1郾 2,Q(0)= 4,R(0)=

2郾 6;S(0)= 2,I(0)= 2郾 6,Q(0)= 0郾 5,R(0)= 1郾 5。

通过计算可得 R0 = 7郾 142 9>1,地方病平衡点 E* =

(1郾 065,4郾 068,0郾 408,1郾 446),利用 Matlab 软件对

式(3)进行数值模拟可以得到图 3。

摇 摇 摇 摇

摇 摇 摇 摇

图 3摇 R0 =7郾 142 9 时,6 组不同初值时地方病平衡点的全局稳定性示图

Fig. 3摇 Global stability of the disease-free equilibrium point in six different initial values when R0 =7郾 142 9

摇 摇 由图 2 和图 3 可以看出,对于选定的初值,当

R0<1 时,对于式(3)的解(S,I,Q,R)都趋向于无病

平衡点 E0,从而证实定理 3 是正确的;当 R0 >1 时,

式(3)的解(S,I,Q,R)都稳定于地方病平衡点 E*,

从而说明定理 5 的准确性。

6摇 接种、剔除和隔离策略的比较和分析

根据式(1)的基本再生数 R0 =
bA

(d+p)(d+p1+酌+啄+k)
,对

R0 中的参数 p,啄 及 k 分别求偏导,得到:

驻p= - bA
(d+p) 2(d+p1+酌+啄+k)

(9)

驻啄= - bA
(d+p)(d+p1+酌+啄+k) 2 (10)

驻k= - bA
(d+p)(d+p1+酌+啄+k) 2 (11)

由式(9)(10)和(11)可以得到,驻p<0,驻啄<0,

驻k<0,因此,在对传染病进行预防接种、隔离和剔除

策略后,都可以减少基本再生数 R0,从而有利于控

制传染病的发生和传播。

由式(10)(11)可以得到,驻啄 = 驻k,从而说明代

表隔离强度的参数 啄,与代表剔除强度的参数 k,对

于基本再生数的影响是相同的。 在其他情况不变的

条件下,从基本再生数的角度看来,隔离和剔除策略

对于疾病流行性态的影响是相同的。 但从实际角度

看来,隔离的种群需要花费很大的治疗成本,而剔除

则花费的成本较小。 因此,对于没有限制的如动物

种群,可以用剔除的方法来消除疾病,但对某些种

群,剔除策略是不可行的,而隔离无疑成了替代的

方式。

由式(9)(10)可知,驻p屹驻啄,即接种策略对于基

本再生数的影响不同于隔离策略。 将 驻p 与 驻啄 做

比值,得到:

驻p
驻啄 =

驻p
驻k=

- bA
(d+p) 2(d+p1+酌+啄+k)

- 茁撰
(d+p)(d+p1+酌+啄+k) 2

=
d+p1+酌+啄+k

d+p
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在 p= k 的条件下,驻p驻k>1,说明每单位比例的变

化率 p 使基本再生数下降的幅度是大于 q 使基本再

生数下降的幅度,从而说明预防接种策略是优于隔

离或者剔除策略的。

但是,从实际的角度出发,由于易感者 S( t)的

数量通常大于染病者 I( t)的数量或隔离者 Q( t)的

数量,增加单位预防接种比例的成本远远高于改善

单位隔离成本或剔除成本。 因此,在实施预防和控

制传染病的实际策略时应考虑混合策略的情况,使

得成本和效益最佳。

7摇 结摇 论

将连续方式的接种、剔除和隔离干扰引入模型,

构建了一类具有非单调传染率的 SIQR 传染病模

型。 利用定义法给出了模型的基本再生数 R0,通过

计算得到了无病平衡点和地方病平衡点的存在性。

从理论研究和计算机模拟方面证明了无病平衡点和

地方病平衡点的全局稳定性,并借助基本再生数 R0

的偏导数,对连续方式的接种、剔除和隔离策略进行

了比较和分析。 本文考虑的接种、剔除和隔离策略

是连续方式的,且隔离策略仅仅对染病者实施,对于

其他方式,如考虑脉冲方式,或对易感者隔离等问题

是今后主要努力研究的方面。
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Stability Research of a SIQR Model with Nonmonotone Infection
Rate and Continuous Perturbations

MA Yan鄄li,NIE Dong鄄ming,YU Ping
(Department of Common Courses,Anhui Xinhua University,Hefei 230088,China)

Abstract: Continuous vaccination, elimination and quarantine perturbations are introduced, and a SIQR

epidemic model with nonmonotone infection rate is established. Firstly,the threshold R0 which determines whether

the disease is extinct or not and the conditions for the existence of equilibriums are obtained by the calculation.

Secondly,the globally asymptotical stability of the disease鄄free equilibrium E0 is proved when R0 <1 by means of

Routh鄄Hurwitz criterion and limit equation theory. By Liapunov function and LaSalle invariance principle, the

globally asymptotical stability of the unique endemic equilibrium E* is also proved when R0 >1. Thirdly,computer

simulation is carried out to illustrate the correctness of the theoretical research by Matlab software. Finally, the

continuous vaccination,elimination and quarantine strategies are compared and analyzed with the partial derivative

of the threshold R0 .

Key words:basic reproductive number; equilibrium point; stability; nonmonotone infection rate
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