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摘摇 要:根据多目标优化问题近似解的定义,对它的性质进行讨论;借助 Ehrgott 和 Ruzika 基于传统的标

量化方法结合剩余变量提出的一类改进的 着-约束法组合标量化模型对多目标优化问题的近似解性质进行

了研究;建立了多目标优化问题的近似有效解与标量化问题的最优解之间的关系,得到了近似真有效解与

对应标量优化问题最优解的等价关系,并提出反例对部分结论进行了解释说明,指出若不满足所给定的条

件,其结论不一定成立;所提出的主要结果是对一些已有标量化结果的改进与推广,为设计和求解多目标优

化问题近似解的最优算法提供理论与方法基础。
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0摇 引摇 言

多目标优化理论与方法是数学规划与最优化

领域中的重要分支,在工程管理、航空航天、交通安

全等诸多领域都具有十分广泛的应用。 对于多目

标优化问题的研究已有大量的研究成果[1-5],其中

关于多目标优化问题解的定义是至关重要的。 早

期的研究主要集中于精确解的类型。 而在实际的

工作生产和生活实践中,多目标优化问题的(弱)有

效解的集合可能是空集,但近似解在很弱的条件下

都可能存在。 因此,对于多目标优化问题近似解的

研究是具有十分重要的理论价值和实际意义的。

近年来,关于多目标优化问题近似解的相关研究已

有大量的成果出现[6-12]。 到目前为止,一些学者相

继提出了多目标优化问题 着-弱有效解、着-有效解和

着-真有效解的定义,并对其性质展开了比较深入的

研究。

在求解多目标优化问题时,一个重要的途径是对

多目标优化问题进行标量化刻画。 特别地,1983 年,

Haimes[13]提出了著名的 着-约束法,并建立了多目标优

化问题(弱)有效解的标量化结果。 2008 年,Ehrgott 和

Ruzika[14]进一步对 Haimes 提出的标量化方法进行了

改进,获得了 G-真有效解的线性标量化结果。

受文献[9,13,14]等研究工作的启发,本文利

用改进的 着-约束法标量化模型进一步建立了多目

标优化问题 着-弱有效解、着-有效解和 着-真有效解

的一类线性标量化结果。 所得到的主要结果将多

目标优化中关于精确解的一些线性标量化结果推

广到了近似解的情形。
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1摇 预备知识

考虑如下多目标优化问题:

(MOP) f(X)= ( f1(x),f2(x),…,fm(x))

s. t. x沂X奂Rn

假定 f(X)有界。 对于任意的 y,z沂Rm,考虑如

下的序关系:y<z圳yi <zi,坌i = 1,2,…,m;y ≦ z圳yi

≦ zi,坌i=1,2,…,m;y臆z圳yi臆zi,y屹z。

令 Rm 为 m 维欧氏空间,定义Rm
≧ ={y沂Rm:y ≧

0},Rm
逸 = y沂Rm:y逸{ }0 和 Rm

> = y沂Rm:y{ }>0 。

定义 1[7] 摇 设 着沂Rm
≧,称一个可行解 x̂沂X 为关

于(MOP)的 1)着-弱有效解,如果不存在 x沂X 使得

f(x)<f( x̂)-着;2)着-有效解,如果不存在 x̂沂X 使得

f(x)臆f( x̂)-着;3)着-严有效解,如果不存在 x̂沂X 使

得 f(x)≦ f( x̂)-着。

定义 2[11] 摇 设 着沂Rm
≧,称可行解 x̂沂X 为关于

(MOP)的 着-真有效解,如果 x̂ 是有效解且存在 M>

0,使得对任意的 i沂{1,2,…,m}及任意满足 f i(x)<

f i( x̂)-着i 的 x沂X,总存在 j沂{1,2,…,m}使得 f j( x̂)-

着 j<f j(x)且满足
f i( x̂)-f i(x)-着i

f j(x)-f j( x̂)+着 j

臆M。

关于(MOP)的 着-弱有效解集,着-有效解集和 着

-真有效解集分别表示为X着WE,X着E和X着PE。

考虑如下改进 着-约束法标量化模型[14]:

(SOP1)min fk(x) + 移
i屹k

滋 isi

s. t. f i(x) - si 臆 滓 i,i 屹 k

si 逸0,i 屹 k

x 沂 X

其中,滋i逸0,坌i屹k 是剩余变量 si 的权重;当 滋i = 0

时,(SOP1)退化为 着-约束法。

令 缀逸0,称( x̂,ŝ)是标量化问题(SOP1)的 缀-最

优解,若对任意的 x沂S,si逸0,满足

fk(x) + 移
i屹k

滋 isi + 缀 ≧ fk( x̂) + 移
i屹k

滋 i ŝi

2摇 着-近似解的标量化性质

下面利用改进的 着-约束法标量化模型(SOP1)

建立(MOP)的 着-(弱)有效解、着-严有效解和 着-真

有效解的标量化结果。

定理1摇 设 着 沂Rm
≧,缀≦ 着k +移

i屹k
滋 i着 i ,其中 滋i ≧

0,i屹k. 若( x̂,ŝ)是(SOP1)的 缀-最优解,满足ŝi逸着i,

则 x̂ 是(MOP)的 着-弱有效解。

证明摇 假设 x̂埸X着WE,则存在 x忆沂X,使得 f(x忆)<

f( x̂)-着,从而有 f i(x忆)-ŝi+着i<f i( x̂) - ŝi臆滓i,i屹k,令

s忆j = ŝ j-着 j逸0,i屹k,因此(x忆,s忆)是(SOP1)的一个可

行解。 从而 fk(x忆) + 移
i屹k

滋 is忆i = fk(x忆) + 移
i屹k

滋 i ŝi -

移
i屹k

滋 i着 i < fk( x̂) - 着 k -移
i屹k

滋 i着 i +移
i屹k

滋 i ŝi ≦ fk( x̂) +

移
i屹k

滋 i ŝi - 缀, 这与( x̂,ŝ)是(SOP1)的 缀-最优解矛盾,

定理得证。

证毕。

定理 2摇 设 着 沂Rm
≧,缀≦ 着 k +移

i屹k
滋 i着 i,其中 滋 i ≧

0,i 屹 k 。 若( x̂,ŝ)是(SOP1)的 缀-最优解,满足ŝi逸

着i,且 x̂ 唯一,则 x̂ 是(MOP)的 着-严有效解。

证明摇 与定理 1 类似,由 x̂ 的唯一性可知 x忆 =

x̂,即 x̂ 是(MOP)的 着-严有效解。 证毕。

定理 3摇 设 着沂Rm
≧,缀≦ 着 k +移

i屹k
滋 i着 i ,其中 滋i>

0,i屹k. 若( x̂,ŝ)是(SOP1)的 缀-最优解,满足ŝi逸着i,

则 x̂ 是(MOP)的 着-有效解。

证明摇 假设 x̂ 不是(MOP)的 着-有效解,则存在

x忆沂X,使得 f(x忆)臆f( x̂)-着。

考虑如下两种情况:

(i) fk( x忆) < fk( x̂) -着k 成立,且对任意 i屹 k,

f i(x忆)≦f i( x̂) -着i。 从而 f i(x忆) - ŝi +着i ≦ f i( x̂)-ŝi臆

滓i,i屹k,令s忆j = ŝj-着j逸0,i屹k,则(x忆,s忆)是(SOP1)的可

行解。 因此 fk(x忆) + 移
i屹k

滋 is忆i = fk(x忆) + 移
i屹k

滋 i ŝi -

移滋 i着 i
i屹k

< fk(x̂) - 着k -移滋 i着 i
i屹k

+移滋 i ŝi
i屹k

≦ fk(x̂) +
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移滋 i ŝi
i屹k

- 缀;

(ii) 存在 j屹 k,使得 f j ( x忆) < f j ( x̂) - 着j,由于

f(x忆)<f( x̂)-着,因此 f i(x忆)-ŝi+着i ≦ f i( x̂)-ŝi臆滓i,i屹

k,j;对于 i屹j,令 淄= f i( x̂)-f i(x忆)-着i>0,使得 f j(x忆)-

ŝ j+着 j+vj ≦ f j( x̂) - ŝ j臆滓 j,可以证明 ŝi -着i -淄i逸0。 因

此,定义s忆i =
ŝi-着i,坌i屹k,j

ŝi-着i-淄i,i=
{ j

。 故( x忆, s忆)是( SOP1 )

的一个可行解。 与情况 1 证明类似,由于 滋i>0,i屹k,

同理可得 fk(x忆) + 移
i屹k

滋 is忆i < fk( x̂) + 移
i屹k

滋 i ŝi - 缀。

两种情况都与( x̂, ŝ)是(SOP1)的 缀-最优解矛

盾,定理得证。

证毕。

定理 4摇 设 着沂Rm
≧,缀≦ 着 k +移

i屹k
滋 i着 i ,其中 滋i>

0,i屹k. 若( x̂,ŝ)是(SOP1)的 缀-最优解,且满足 ŝi逸

着i,和 f i( x̂)-ŝi<滓i,坌i屹k,则 x̂ 是(MOP)的 着-真有

效解。

证明摇 由定理 3 可知 x̂沂X着E,下证 x̂ 是 着-真有

效解。 假定 x̂ 不是 着-真有效解,考虑一正的实数序

列{M琢},满足lim
琢寅¥

M琢 =¥,其中 琢 是常数。 那么对任

意的M琢 总存在 x琢沂X,i沂{1,2,…,m}满足 f i(x琢)<

f i( x̂)-着i 和 j屹i 使得 f j( x̂)-着 j<f j(x琢)且满足

f i( x̂)-着i-f i(x琢)
f j(x琢)-f j( x̂)+着 j

>M琢 (1)

不失一般性,假定{M琢}无界且 i 适应于每一个 琢。

此外,设 Q = { j: f j( x琢) < f j( x̂) -着 j},考虑如下两种

情况:

(i) 当 k埸Q 时,如果 j埸Q胰{k},则有 f j(x琢)≦

f j( x̂)-着 j<滓 j+ŝ j-着 j,即

f j(x琢)-ŝ j+着 j<滓 j,坌j埸Q胰{k} (2)

如果 j沂Q,则 f j(x琢) >f j( x̂) -着 j,结合不等式(1),又

因为 f(X)有界,因此lim
琢寅¥

f j(x琢)= f j( x̂)-着 j<滓 j+ŝ j-着 j,

由极限定义,则存在 琢0>0 使得

f j(x琢)-ŝ j+着 j<滓 j,坌琢>琢0 (3)

因此取 琢̂>琢0,令 x
-
= x琢̂,s j = ŝ j -着 j -淄 j,其中 淄 j沂

(0, 1
2 (滓 j-f j( x̂)+ŝ j))。 由式(2)和式(3)可知,(x,

s)是(SOP1)的一个可行解。 由于 k埸Q,故 fk ( )x =

fk x琢( )^ ≦fk( x̂) -着k,则有 fk(x) + 移
i屹k

滋 i si = fk ( )x +

移
i屹k

滋 i ŝi -移
i屹k

滋 i着 i -移
i屹k

滋 i淄 i ≦ fk( x̂) - 着 k +移
i屹k

滋 i ŝi -

移
i屹k

滋 i着 i - 移
i屹k

滋 i淄 i缀fk( x̂) + 移
i屹k

滋 i ŝi - 缀。 这与( x̂,ŝ)

是(SOP1)的 缀-最优解矛盾。

(ii) 当 k沂Q 时,与情况1 类似,取琢>琢0,令 x
-
=x琢,

sj = ŝj-着j-淄j,坌j屹k,其中 淄j沂(0, 1
2 (滓j-f j(x̂)+ŝj))。 因

此(x,s)是(SOP1)的一个可行解。 由于k沂Q,则有lim
琢寅¥

fk(x琢)= fk( x̂)-着k,也即lim
琢寅¥

fk( x̂) -fk(x琢)= 着k,故 lim
琢寅¥

fk( x̂) - fk(x琢) - 缀 +移
i屹k

滋 i着 i +移
i屹k

滋 i淄 i = 着 k +移
i屹k

滋 i着 i

+ 移
i屹k

滋 i淄 i - 缀 > 0,则存在 琢1>0,使得

fk(x琢) - 移
i屹k

滋 i着 i < fk( x̂) - 缀 + 移
i屹k

滋 i淄 i,坌琢 > 琢1

(4)

取 琢*>max{琢0,琢1},则(x* =x琢*,s*)是(SOP1)的

一个可行解。 其中 s* = ŝj-着j-淄j,坌j屹k。 结合式(4),

有 fk(x*) +移
i屹k

滋 is*i = fk x琢
( )* +移

i屹k
滋 i ŝi -移

i屹k
滋 i着 i -

移
i屹k

滋 i淄 i缀fk( x̂) + 移
i屹k

滋 i ŝi - 缀。 这与( x̂,ŝ) 是(SOP1)

的 缀-最优解矛盾,定理得证。

证毕。

注 1摇 如果目标函数 f(X)是无界的,则定理 4

不成立。

例令 X = { x沂R2: -1 < x1 <0,x2 = 1 / x1 },考虑

f(X)= X 和多目标问题minx沂Xx。

显然 f(X)无界,考虑(SOP)min x1+滋2s2, 取 滓2 =

0,滋2 =1 / 2,满足 x2 -s2臆滓2,s2逸0。 则 x̂,s( )^ = ( -1 /

2,1)是 缀-最优解,但由于 f(X)无界,因此minx沂X x

的 X着PE = 准。 因此,( SOP) 的 缀 -最优解不可能是

(MOP)的 着-真有效解。
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定理 5摇 设 着 沂Rm
≧,缀≦ 着 k +移

i屹k
滋 i着 i ,其中 滋i>

0,i屹k。 若 x̂沂X 是(MOP)的 着-真有效解,则存在 ŝ

逸0 使得( x̂,ŝ)是下列(SOP2)的 缀-最优解。

(SOP2)min fk(x) + 移
i屹k

滋 isi

s. t. f i(x)-si ≦ 滓i,i屹k

f i(x)≧ 滓i-着i,i屹k

si ≧ 0,i屹k

证明摇 假设 k沂{1,2,…,m},滓i f i(x̂),且ŝi =0,i

屹k.则对(SOP2)的任意可行解(x,s),有 f i(x)≧ 滓i-着i

= f i(x̂)-着i,i屹k;f i(x)-si ≦ 滓i,i屹k,因此有 si ≧-着i,

坌i屹k。 考虑如下两种情况:

(i)若 fk( x) ≧ fk( x̂) -着k,则存在 滋 > 0,使得

fk(x) + 移
i屹k

滋 isi ≧ fk( x̂) + 移
i屹k

滋 isi - 着 k ≧ fk( x̂) -

移
i屹k

滋 i着 i - 着 k,由于 缀 ≦ 着 k + 移
i屹k

滋 i着 i,又ŝi = 0,坌i屹

k 。 则有:

fk(x) + 移
i屹k

滋 isi ≧ fk( x̂) + 移
i屹k

滋 i ŝi - 缀,坌滋 > 0

(5)

(ii) 若 fk(x) <fk( x̂) -着k,因为 x̂沂X着PE,则存在

M> 0 和 j 屹 k 满 足 f j ( x̂ ) - 着j < f j ( x ), 使 得

fk( x̂)-fk(x)-着k

f j(x琢)-f j( x̂)+着j

≦ M。 取 滋>0,且满足 滋i ≧ M,坌i屹

k。 假设如果 fk(x) +移
i屹k

滋 isi < fk( x̂) -移
i屹k

滋 i ŝi - 缀,

成立,则有 fk(x) +移
i屹k

滋 isi < fk( x̂) -移
i屹k

滋 i着 i - 着 k 又

由于 si ≧ f i(x)-f i( x̂),因此有 fk( x̂) - fk(x) - 着 k >

移
i屹k

滋 isi + 移
i屹k

滋 i着 i ≧移
i屹k

滋 i ( f i(x) - f i( x̂) + 着 i) ≧

滋 i( f i(x) - f i( x̂) + 着 i) , 即
fk( x̂)-fk(x)-着k

f j(x)-f j( x̂)+着 j

> 滋 j ≧

M。 这与 x̂沂X着PE矛盾。 因此有以下结论:

fk(x) + 移
i屹k

滋 isi ≧ fk( x̂) + 移
i屹k

滋 i ŝi - 缀 (6)

综上,结合式 (5) 与式 (6),又由于 ( x, s) 是

(SOP2)的任意一可行解,定理得证。

证毕。

注摇 定理 1—定理 5 推广了文献[14]中的相应

结果到近似解的情形。 事实上,取 着 =0,则定理 1 和

定理 2 退化为文献[14]中的命题 4. 1 和命题 4. 2;定

理 4 和定理 5 退化为定理 4. 1。

3摇 结束语

利用多目标优化问题的一类组合标量化方法,

研究了多目标优化问题的一类新的标量化方法。

将剩余变量和传统 着-约束法标量化模型结合,建立

了多目标优化问题 着-弱有效解,着-有效解和着-真

有效解的一些标量化结果。 但在实际应用中,还存

在着一些不足,包括多目标优化问题近似解的推

广,例如(C,着)近似解、E-近似解等的标量化结果

的推导和应用,结果表明此组合标量化方法可求得

近似解,且是科学合理的。
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A Class of Combinatorial Scalarization Methods for Approximate
Solutions of Multi鄄objective Optimization Problems

LIU Jia鄄xing,ZHANG Qi
(College of Mathmatical Sciences,Chongqing Normal University,Chongqing 401331,China)

Abstract:According to the definition of the approximation solution of multi鄄objective optimization problem, the

nature of the multi鄄objective optimization problem is discussed, and the approximate solution of multi鄄objective

optimization problem is studied by Ehrgott and Ruzika based on the traditional standardization method combining the

remaining variables. The relationship between the approximate effective solution of multi鄄objective optimization

problem and the optimal solution of the calibration problem is established, and in particular, the equivalent

relationship between the approximately effective solution and the optimal solution of the corresponding scale

optimization problem is obtained. Some of the conclusions are explained by the counterexample, and the

conclusions are not necessarily valid if the given conditions are not met, and the main results presented are the

improvement and promotion of some existing quantitative results, which provide the theoretical and methodological

basis for the optimal algorithm for designing and solving the approximation of multi鄄objective optimization problems.

Key words:multi鄄objective optimization;combinatorial scalarization;着鄄weakly efficient solutions; 着鄄effective

solution;着鄄proper efficient solutions
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