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摘摇 要:在比 Gavrilut 等学者提出的更为广义的紧致条件的基础上,进一步研究了集值集函数的抽象正

则性,研究了抽象正则性与连续性等性质之间的关系,以及在局部紧第二可数 Hausdorff 空间 Borel 滓鄄代数上

的集值集函数的 Alexandroff 型定理。
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0摇 引摇 言

正则性是测度的一个非常重要的连续性质,它

连接了测度理论与拓扑。 经典的 Alexandroff 型定

理[1]阐述了这样一个结论:在一个紧的 Hausdorff 空

间支集形成的域上正则测度是可数可加的。 此后

许多学者继续从事着这一领域的研究。 文献[2-9]

研究了模糊测度的 Alexandroff 型定理; Kawabe
[10-13]等研究了 Riesz 空间值测度的 Alexandroff 型定

理;文献[14-23]研究了集值测度的 Alexandroff 型

定理。 本文提出一种更为广义的紧致条件,进一步

研究了符合集值集函数的抽象正则性,建立了在局

部紧第二可数 Hausdorff 空间 Borel 滓鄄代数上的复合

集值集函数的 Alexandroff 型定理。

1摇 符号表示及定义

文中 N 表示自然数集,赘 是任意的非空集,

子 是定义在 赘 上的一个拓扑,撞 是 赘 的支集形成的

滓鄄域,兹 是由 N 到 N 的函数集,X 是一个实的赋范空

间,P0(X)表示 X 的非空集集族,P f(X)表示 X 的非

空闭集集族,Pbf(X)表示 X 的非空有界闭集集族。

若 x沂X,A 与 B沂P0(X),定义

d(x,A)= infy沂A椰x-y椰

h(A,B)= max(e(A,B),e(B,A))

坌A,B沂P f(X), e(A,B)= supy沂Bd(y,A)

众所周知,h 是 P f(X)上的伪度量,在 Pbf(X) 上

是一个度量,称作 Hausdorff 度量, A 表示 h ( A,

{0})。

若 X 是完备的,则 P f(X)完备。 在 Pbf(X)上 h

变成一个度量,在 P0(X)上定义 Minkowski 加法 +·:

A +·B=A+B, 坌A,B沂P0(X)

这里 A+B = {x+y;x沂A,y沂B},A+B是 A+B 关

于范数生成拓扑的闭包。

由上述定义,易得:



(i) h(A,B)= h(A
-
,B

-
),这里 A

-
是 A 的闭包。

(ii) e(A,B)= 0,因此 h(A,B)= e(B,A),坌A,

B沂P f(X),且 A哿B。

(iii) e(A,B)臆e(A,C) +e(C,B),h(A,B)臆

h(A,C)+h(C,B),坌A,B,C沂P f(X)。

(iv) 如果 A,B沂P f(X),有 A哿B,则 A 臆 B 。

(v) h(A+C,B+C)臆h(A,B),坌A,B,C沂P f(X)。

定义 1摇 集值集函数 滋:撞 寅 P f(X) 被称为

(1) 关于 h 增收敛的,如果对每一单增的集序列

{An} n沂N 奂 撞,An坭A 沂 撞 ,lim
n寅¥

h(滋(An),h(A))= 0。

(2) 关于 h 降收敛的,如果对每一降的集序列

{An} n沂N奂撞,An坨A沂撞, lim
n寅¥

h(滋(An),h(A))= 0。

(3) i) 单调的,如果坌A,B沂撞,且 A奂B,有

滋(A)奂滋(B)。

摇 摇 ii) 模糊的,如果它是满足增收敛与降收敛

且 滋(堙)= {0}。

(4) 次可加(超可加)的,如果坌A,B沂撞,A疑B=堙,

有滋(A胰B)哿滋(A) +·滋(B),滋(A) +·滋(B)哿滋(A胰B)。

(5) 可加的,如果它是超可加与次开加的。

(6) 向上自连续的,如果坌A沂撞 和 坌{Bn}n沂N奂

撞,当lim
n寅¥

滋(Bn) = 0 时,有 lim
n寅¥

h(滋(A胰Bn),h(A))= 0。

(7) 关于 h 是穷尽的,如果对每两两不相交的

集序列{An} n沂N奂撞,满足lim
n寅¥

滋(An) = 0。

(8) 关于 h 是序连续的,如果对每一集序列

{An} n沂N奂撞,且 An坨堙,有lim
n寅¥

h(滋(An) = 0。

(9) 关于 h 是强序连续的,如果对每一集序列

{An} n沂N 奂 撞, 且 An 坨 A, 滋 ( A ) = { 0 }, 有 lim
n寅¥

h(滋(An) = 0。

(10) 双零可加的,如果坌A,B奂撞,且 滋(A) =

滋(B)= {0},有 滋(A胰B)= {0}。

(11) 渐进零可加的,如果对每一集序列{An}n沂N,

{Bn}n沂N奂撞,且 lim
n寅¥

滋(An) = lim
n寅¥

滋(Bn) 寅0,有 lim
n寅¥

滋(An胰Bn) 寅0。

定义 2[23] 摇 称集值集函数 滋 具有伪度量生成

性质(PGP),如果坌着>0, 埚啄(着) >0,满足坌A,B沂

撞,当 滋(A) <啄, 滋(B) <啄,有 滋(A胰B) <着。

由上述定义易知:

(i) 任意向上自连续且序连续集值集函数是增

收敛与降收敛的。

(ii) 如果 滋 是次可加的,则 滋 是向上自连

续的。

(iii) 任意降收敛的集值集函数是序连续的,相

应地,如果集值集函数 滋 是单调且向上自连续的,则

它是模糊的当且仅当它是序连续的。

(iv) 如果集值集函数 滋 是单调的、增收敛且向

上自连续,则它具有 PGP。

(v) 双零可加且模糊等同于渐进零可加的。

(vi) 如果集值集函数 滋 向上自连续,,则它是

渐进零可加的。

(vii) 如果集值集函数 滋 是降收敛的,则它是穷

尽的。

(viii) 如果集值集函数 滋 具有 PGP 性质,则它

是渐进零可加的。

(ix) 如果 滋 是模糊的,则 滋 满足条件(E忆)(定

义 4,(C4))当且仅当它是双零可加的。

文中若无特殊说明,总是假定 滋 是一单调的集

值集函数且 滋(堙)= {0}。

命题 1 摇 假设 滋:撞寅P f(X)是一单调的集值集

函数,如果它是次可加的,则序连续圯强序连续。

证明 摇 如果 A{ }n n沂N 奂撞,且 An 坨 A, 滋 ( A) =

{0},则 An \A坨堙。 由于 滋 序连续,则

h(滋(An) = h(滋(An),{0})=

h(滋((An \A)胰A),{0})

同时 滋 又是次可加的,则

h(滋((An \A)胰A)),{0}) 臆h(滋(An \A)+

滋(A),滋(A))臆h(滋(An \A),{0})=

h(滋(An \A)) 寅0,n寅¥

这意味着 滋 是强序连续的,命题得证。

由定义可知,强序连续包含序连续,实际上,命

题 1 给出了一个强序连续与序连续的等价条件。

定义 3[13] 摇 假设 滋:撞寅P f (X) 是一集值集

函数。

(1) 一个由 赘 的支集所形成的一个非空集族

转 称为一个紧系,如果对任意的集序列 K{ }n n沂N奂转
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且疑¥

n=1Kn =堙,埚n0沂N 满足 疑n0
n=1Kn =堙。

(2) 称 滋 是 e鄄紧正则的,如果存在紧系 转,对于

坌A沂撞,存在 K{ }n n沂N奂转 和 B{ }n n沂N奂撞,满足坌n

沂N,Bn奂Kn奂A 且 e(滋(A),滋(Bn))寅0。

(3) 称 滋 是紧正则的,如果存在紧系 转,对于

坌A沂撞,存在 K{ }n n沂N奂转 和 B{ }n n沂N奂撞 满足坌n

沂N,Bn奂Kn奂A 且 h(滋(A \Bn) 寅0。

由上述定义可知:

(i) Hausdorff 空间的所有紧支集形成的集族是

紧系, 换而言之,定义的紧正则比文献[16]中 R忆k鄄

正则更为广义。

(ii) 紧系中集的有限并所形成的集族也是紧

的,因此在定义 3 的 (2) 中,紧系 K 与 K{ }n n沂N 和

B{ }n n沂N可以选取成 K 关于有限并是闭的, K{ }n n沂N

和 B{ }n n沂N都是增的。

定义 4摇 (1) 双下标序列 Am,{ }n (m,n)沂N2奂撞 称

为 滋鄄regulator,如果它满足条件:

(C1) Am,n劢Am,n忆当 n臆n忆。

(C2) 滋(疑¥

n=1Am,n)= {0},坌m沂N。

(C3) 条 件 ( E ): 如 果 坌 着>0 及 任 意 的 滋鄄

regulator, Am,{ }n (m,n)沂N2奂撞,埚兹沂专 及 m0沂N,满足

滋(胰m0
m=1Am,兹(m)) <着。

(C4)条件(E忆):如果坌着>0 及任意的 滋鄄regulator,

Am,{ }n (m,n)沂N2奂撞,埚兹沂专,满足 滋(胰¥

n=1An,兹(n)) <着。

从定义 4 可以看出,条件(E)弱于条件(E忆),因

为条件(E忆)包含条件(E),但其逆不真。

根据条件(E),类似于文献[24]中的命题 3郾 5

的证明方法,可以有如下命题:

命题 2摇 假设 滋:撞寅P f(X)是一集值集函数,如

果它满足条件(E),则它是强序连续的。

证明摇 假设条件(E)成立,设{Bn}奂撞 是一增

序列,{Bn}收敛到 B沂撞,且 滋(B)= {0},定义双下

标序列{Am,n}奂撞,坌m, n沂N,取 Am,n =Bn。 由于当

n臆n忆时,Am,n忆奂Am,n,滋(疑
¥

n=1
Am,n)= 滋(疑

¥

n=1
Bn)= 滋(B)=

{0},这表示{Am,n}是一 滋鄄regulator,这样坌着>0,根

据条件(E),可以发现埚兹沂专 及 m0沂N 满足当n逸

兹(1)时,有

滋(Bn) 臆 滋(胰
m0

j=1
A j,兹( j)) <着

这意味着 滋 是强序连续的,命题得证。

根据条件(E)和(E忆),类似于文献[24]中的命

题 3郾 6 的证明方法,可以有如下命题:

命题 3摇 假设 滋 是定义在 撞 上的集值集函数,

下列两个条件是等价的。

(1) 滋 满足条件(E)。

(2) 坌着 > 0,当双下标序列 Am,{ }n 奂 撞 满足

坌m沂N,当 n寅¥,Am,n坨Dm 且 滋(Dm) = {0}时,则

坌兹沂专 和 m0沂N, 滋(胰
m0

j=1
A j,兹( j)) <着。

命题 4摇 假设 滋 是定义在 撞 上的集值集函数,

下列两个条件是等价的。

(1) 滋 满足条件(E忆)。

(2) 坌着 > 0,当双下标序列 Am,{ }n 奂撞 满足

坌m沂N,当 n寅¥,Am,n坨Dm 且 滋(Dm) = {0}时,则

埚兹沂专, 滋(胰
¥

j=1
A j,兹( j)) <着。

2摇 集值测度的 Alexandroff 型定理

定理 1摇 假设 滋 是定义在 撞 上的集值集函数。

(i) 如果 滋:撞寅P f(X)是次可加的,则紧正则圯

e鄄紧正则。

(ii) 如果 滋:撞寅P f(X)是降收敛的,则 e鄄紧正

则圯紧正则。

(iii) 如果 滋:撞寅P f(X)是次可加与降收敛的,

则 e鄄紧正则圳紧正则。

证明摇 (1) 如果 滋:撞寅P f(X)是紧正则的,则

坌A沂撞,存在 {Kn} n沂N奂转 和{Bn} n沂N奂撞 满足坌n

沂N,Bn奂Kn奂A,当 n寅¥时, h(滋(A \Bn)) 寅0。

由于 滋 是次可加的,则

e(滋(A),滋(Bn))= h(滋(A),滋(Bn))臆

h(滋(A \Bn)+滋(Bn),滋(Bn))臆

h(滋(A \Bn),{0})=

h(滋(A \Bn)) 寅0,n寅¥

这意味着 滋 是 e鄄紧正则的。

(2) 由于 滋 是 e鄄紧正则的,则坌着>0 和 A沂撞,
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存在 K1沂转 和 K1奂A, e(滋(A),滋(K1)) <
着
2 。 对于

A \K1,同样存在 C1沂转 和 C1奂A \K1,e(滋(A \K1),

滋(C1))<
着
2 。 取 K2 =K1胰C1,则存在 C2沂转 和 C2奂

A \K1,e(滋(A \K2),滋(C2)) < 着
2 。 如此反复取下去,

就产生了一个序列 Kn,坌n 沂 N, e ( 滋 ( A \ Kn ),

滋(Cn))<
着
2 。 根据 Cn 的选取方法,知道{Cn} n沂N是

两两不相交集,加之 滋 是降收敛的,则它是穷尽的,

这样当 n寅¥时,lim
n寅¥

滋(Cn) 寅0,即存在 n0沂N,当

n逸n0, 滋(Cn) < 着
2 。 同时由 Kn 紧系中集的有限

并,可以得到 Kn 是紧的,由此得到当 n逸n0,有

滋(A \Kn) 臆e(滋(A \Kn),滋(Cn))+ 滋(Cn) <着

这意味着 滋 是紧正则的。

(3) 由(i)和(ii),容易得到(iii)。

由定理 1 中的(iii)和第 2 节中的相关讨论可以

得到:

推论 1摇 如果集值集函数 滋:撞寅P f(X)是次可

加和模糊的,则 e鄄紧正则圳紧正则。

命题 5 摇 如果集值集函数 滋:撞寅P f(X)是 e鄄紧

正则的,则它在 撞 上是增收敛的。

证明摇 由于 滋 是 e鄄紧正则的, 根据文献[24]命

题 3郾 1(1)容易得到结论。

定理 2摇 如果集值集函数 滋:撞寅P f(X)是向上

自连续且紧正则的,则它是序连续的。

证明摇 由于 滋 是紧正则的, 根据文献[5]定理

3郾 3 容易得到结论。

根据定理 2、定理 1(1) 第 2 节中的相关讨论可

以得到:

推论 2摇 如果集值集函数 滋:撞寅P f(X)是紧正

则、次可加的,则它是模糊的。

根据定理 2 第 2 节中的相关讨论可以得到:

推论 3摇 如果集值集函数 滋:撞寅P f(X)是向上

自连续、紧正则的,则它是模糊的。

根据定理 2 和命题 1,可以得到:

推论 4摇 如果集值集函数 滋:撞寅P f(X)是向上

自连续、次可加且紧正则的,则它是强序连续的。

定理 3 摇 如果 (赘, 子) 是局部紧第二可数的

Hausdorff 空间,集值集函数 滋:滓(子)寅P f(X)具有性

质:降收敛、PGP、满足条件(E忆),则 滋 在 滓(子)上是

紧正则的。

证明 摇 由于 ( 赘, 子) 是局部紧第二可数的

Hausdorff 空间,则存在坌n沂N,Bn 是相对紧的开

集,赘=胰¥

n=1Bn,这样对(X,子)中的闭集 A,A =胰¥

n=1A

疑Bn,取 Cm =胰m
n=1A疑Bn,则

C
-

m =胰m
n=1A疑Bn =

胰m
n=1A疑Bn奂胰m

n=1A疑B
-

n

由于 A 是紧的,Bn 是相对紧的,则 C
-

m 是紧的,A

\Cm 坨堙。 滋 如果是降收敛的,则当 m寅 ¥时,

lim 滋(A \C
-

m) 臆lim 滋(A \Cm) 寅0,这说明 A 是紧

正则的。

设 撞1 ={A沂滓(子):A 是紧正则的},接下来证明

撞1 是一个 滓鄄域。 要得到这个结论,从前面的的证

明知道,需要证明对任意闭集 A,A沂撞1,撞1 对 A 的

补是闭的且包含堙和 赘。 撞1 包含 堙 和 赘 是明显

的。 假设 A沂撞1,将证明 Ac沂撞1。 由于 赘沂撞1,则存

在紧集 B1n,B2n,当 n寅¥时,有

lim
n寅¥

滋(赘 \B1n) 寅0

lim
n寅¥

滋(A \B2n) 寅0

由于 滋 具有 PGP,所以 滋 是渐进零可加的,则

当n寅¥时,有

lim
n寅¥

滋((赘 \B1n)胰(A \B2n)) 寅0

滋((Ac)\胰2
i=1Bin) 臆 滋((赘\B1n)胰(A\B1n)) 寅0

因为 B1n,B2n是紧集,这样胰2
i=1B in是紧的,这意

味着 Ac沂撞1。

现在假设 Am 奂撞1,Am 坭A。 由于 Am 奂撞1,则

坌m沂N,存在增的紧集序列 Bm,{ }n m,n沂N奂撞1,Bm,n

奂Am, lim
n寅¥

滋(Am \Bm,n) 寅0。 坌n沂N,设 Cm,n =Am \

Bm,n,Cm =疑¥

n=1Cm,n。 由于坌m沂N, Cm,{ }n n 是单减

的,当 n寅¥时,Cm,n坨Cm。 另一方面坌n沂N,当 m寅

¥时, 滋(疑
¥

m=1
Cn,m) 臆 滋(Cn,m) 寅0,则 滋(疑

¥

m=1
Cn,m) =
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0,滋(疑
¥

n=1
Cm,n)= {0},这表示双下标序列 Cn,{ }m m,n沂N

是一个 滋鄄regulator 。 由于 滋 满足条件(E忆),则坌啄>

0,存在 兹沂专, 滋(胰
¥

m=1
(Am \Bm,兹(m))) <啄。

同时,由于

(胰
¥

m=1
Bm,兹(m) \ 胰

n

m=1
Bm,兹(m))坨堙

滋 是 降 收 敛 的, 则 当 n 寅 ¥ , 存 在 N0 沂 N,

滋(胰
¥

m=1
(Bm,兹(m) \ 胰

N0

m=1
Bm,兹(m))) <啄。 因为 滋 具有 PGP

性质,则坌着>0,存在 兹沂专,N0沂N ,

滋((胰
¥

m=1
(Am \Bm,兹(m))胰(胰

¥

m=1
Am \ 胰

N0

m=1
Bm,兹(m))) <着

又由于

(胰
¥

m=1
Am \胰

N0

m=1
Bm,兹(m))奂(胰

¥

m=1
(Am \Bm,兹(m))胰(胰

¥

m=1
(Am \胰

N0

m=1
Bm,兹(m))))

因此可以得到

滋(A \ 胰
N0

m=1
Bm,兹(m)) <着

设 BU = 胰N0
m=1 Bm,兹(m),由于 Bm,兹(m) 是紧的,得到

BU 是紧的且 BU奂A,因此 A沂撞1,撞1 是个 滓鄄域,结

论得到证明。

根据定理 3 和第 2 节的讨论,可以得到:

推论 5 摇 如果 (赘, 子) 是局部紧第二可数的

Hausdorff 空间,集值集函数 滋:滓(子)寅P f(X)具有性

质:降收敛、次可加、满足条件(E忆),则 滋 在 滓(子)上

是紧正则的。

推论 6 摇 如果 (赘, 子) 是局部紧第二可数的

Hausdorff 空间,集值集函数 滋:滓(子)寅P f(X)具有性

质:向上自连续、满足条件(E');则 滋 在滓(子)上是紧

正则的。

推论 7 摇 如果 (赘, 子) 是局部紧第二可数的

Hausdorff 空间,集值集函数 滋:滓(子)寅P f(X)是双零

可加的,则 滋 在 滓(子)上是紧正则的。

推论 8 摇 如果 (赘, 子) 是局部紧第二可数的

Hausdorff 空间,集值集函数 滋:滓(子)寅P f(X)具有性

质:次可加、降收敛、PGP、满足条件 (E忆),则 滋 在

滓(子)上是 e鄄紧正则的。
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The Alexandroff Type Theorem for Set Multifunctions
Defined on a Borel 滓鄄algebra of Hausdorff Space

SUN Ronga,b

(a. School of Mathematics and Statistics,b. Chongqing Key Laboratory for Applied Statistics for
Social Economy,Chongqing Technology and Business Universty, Chongqing 400067, China;)

Abstract:In this paper,based on more generalized compactness condition than A. C. Gavrilut,we further a
previous study concerning abstract regularity for set multifunction, we also study the relationships among abstract
regularities and other properties of continuity,some Alexandroff type theorems of set multifunctions defined on the
Borel 滓鄄algebra of a locally compact second countable Hausdorff space are obtained.

Key words:set multifunction; Hausdroff Space; Alexandroff type theorem; compact system; abstract regularity
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