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摘摇 要:在非线性项满足局部(AR)条件下,研究并证实了带有强制位势的 Klein鄄Gordon鄄Maxwell 系统无

穷多解的存在性;证明的困难来源于该系统特有的项 渍 为隐函数,不能用 u 表示出来,利用引理和分析的一

些技巧,克服了这一困难;最后基于变分原理,证明了带有强制位势的该系统具有山路几何结构和满足(PS)

条件;再结合对称山路引理,获得了该系统无穷多解的存在性结果。
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0摇 引摇 言

考虑下面的 Klein鄄Gordon鄄Maxwell 系统:

-驻u+V(x)u-(2棕+准)准u= f(x,u),x沂R3

驻准=(棕+准)u{ 2
(1)

其中 棕>0 是常数,u,准:R3寅R,且函数 V 和 f

满足下列条件:

(V)摇 V(x)沂C(R3,R), inf
x沂R3

V(x)= V0>0,且存

在常数 酌>0,使得对 坌M>0,有

lim
y 寅肄

meas x沂R3: x-y 臆酌,V(x)臆{ }M =0

其中 meas(A)为集合 A 的勒贝格(Lebesgue)

测度。

(f1)摇 f沂C(R3,R),且存在常数 C>0 与 p沂

(2,6),使得

| f(x,t) |臆C(1+ t p-1),坌(x,t)沂R3伊R

(f2) 存在 滋>2,L>0 使得

滋F(x,t) = 滋 乙t
0
f(x,y)dy 臆 tf(x,t),坌x 沂R3, t 逸 L

其中 F(x,t) = 乙t
0
f(x,s)ds。

(f3) 当 t寅0 时,

f(x,t)
t 寅0,坌x沂R3

(f4)摇 inf
x沂R3, t =L

F(x,t)>0。

(f5)摇 f(x,t)= -f(x,-t),坌(x,t)沂R3伊R。

对于满足条件(V)的位势,称之为强制位势。

式(1)来源于经典的 KGM 方程改进,在量子力学和

半导体中应用广泛,关于具体的物理细节可以参考

文献[1-4]。 最近有许多文献研究带有强制位势的

Klein鄄Gordon鄄Maxwell 系统。 文献[5]首次研究了带

有强制位势 Klein鄄Gordon鄄Maxwell 系统无穷多解的

存在性;文献[6]和文献[7]通过减弱非线性项的条
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件对 Klein鄄Gordon鄄Maxwell 系统进行研究,其中文献

[6]利用对称山路引理,文献[7]利用喷泉定理,都

得到了无穷多解的存在性;在文献[8]和[9]中,作

者研究非线性项具有扰动的情形,并且得到了无穷

多解的存在性;在文献[5-8]中,作者研究的是非线

性项超四次的情形;文献[9]研究了非线性项满足

(AR)条件下的情形。 但是,在非线性项超二次的

情形下,增加了问题估算的难度。 受以上工作的启

发,本文研究在局部(AR)条件下,带有强制位势

Klein鄄Gordon鄄Maxwell 系统无穷多解的存在性。 其

中局部(AR)条件得到了山路几何结构和局部(PS)

序列的有界性,然后利用对称山路引理得到无穷多

解的存在性。 主要结果是:

定理 1摇 假设条件(V)和( f1)—(f5)成立,则式

(1)有无穷多解。

1摇 准备工作

在本文中,用 H1(R3)表示的 Sobolev 空间的内

积与范数分别定义如下:

(u,v) = 乙
R3
(Ñu Ñv + uv)dx,且椰u椰H = (u,u)

1
2

定义空间

E= u沂H1(R3):乙 R3( Ñu 2+V(x)u2)dx<{ }肄

且范数为

椰u椰E = 乙
R3
( Ñu 2 + V(x)u2)d( )x

1
2

同时,定义空间

D1,2(R3)= u沂L6(R3): Ñu 沂L2(R3{ })

其范数为

椰u椰E = 乙
R3

Ñu( )2 d( )x
1
2

由条件(V)可知,范数椰u椰E 和椰u椰H 等价,

且 E 能连续地嵌入到 Ls(R3)中,s沂(2,6),从而存

在 CS>0 使得

乙
R3
usd( )x

1
s 臆 CS 椰u椰E

为了获得式(1)无穷多解的存在性,定义 I:E寅

R 为式(1)对应的能量泛函,即

I(u) = 1
2 乙R3

Ñu 2 + V(x)u( )2 dx -

1
2 乙R3

棕准uu2dx - 乙
R3
F(x,u)dx

对任意的 v沂E,有

掖 I忆(u),v业 = 乙
R3
(Ñu Ñv + V(x)uv)dx -

乙
R3
(2棕 + 渍u)渍uuvdx -

乙
R3
f(x,u)vdx

由变分法理论易知,式(1)的解与泛函 I 的临界

点一一对应。

下面,定义两个常见的条件。

定义 1 摇 设 (X,椰·椰X ) 为实 Banach 空间,

(X*,椰·椰X*)是其对偶空间,并且 I沂C1(X,R1)。

如果对任何的点列{xn}奂X,有

I(xn)寅c,I忆(xn)寅0

存在{xn}的子序列在 X 中强收敛,其中 c沂R1,则称

I 满足(PS) c 条件,也称之为局部(PS)条件。

定义 2摇 如果存在 滋>2,L>0 使得 滋F(x,t) =

滋 乙t
0
f(x,y)dy臆 tf(x,t),坌x沂R3, t 逸 L 成立, 且

F(x,t) = 乙t
0
f(x,s)ds ,则称 F 满足(AR)条件。

2摇 主要结果的证明

为了证明定理 1,需要下面两个引理。

引理 1[5] 摇 对每一个 u沂E,存在唯一的 准 =准u

沂D1,2,满足方程 驻准=(棕+渍)u2,并且对{x:u(x)屹

0},当 棕>0 时,有

-棕臆准u臆0 (2)

引理 2[10] 摇 设 f沂C1(X,R1)是偶泛函,有下面

的条件:

(J1)摇 f(0)= 0。
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(J2)摇 存在 籽,琢>0,使得 f X疑S籽逸琢。

(J3)摇 X 是无限维的,并且对 X 的每一个有限

维子空间 V, 都存在 Rv>0,使得当 x沂V,椰x椰逸RV

时,f(x)臆0。

(J4)摇 f 在 f-1(0,+肄 )上满足(PS)条件。

如果 f 满足 ( J1 )—( J4 ),则 f 有无穷多个临

界点。

定理 1 的证明摇 由条件( f5)可知,F(x,·)是偶

的,且 I(0)= 0。 下面利用对称山路引理,分两步完

成定理 1 的证明。

第 1 步摇 证明泛函 I 具有山路几何结构。 由条

件(f1)—(f4)知,存在常数 C1,C2>0,使得

F(x,t)逸C1 t 滋-C2 t 2,坌(x,t)沂R3伊R (3)

I(tu)= 1
2 椰tu椰2 - 1

2 乙R3棕渍tu (tu)2 -

乙
R3
F(x,tu)dx臆 t2

2 椰u椰2 + t2
2 棕2乙

R3
u2dx -

C1t滋 乙
R3

u
滋
dx + C2t2乙

R3
u2dx (4)

当 t寅+肄 时,对坌u沂E \ {0},有 I( tu)寅-肄 ,

当然存在 t0,籽>0,使得椰t0u椰逸籽 且 I t0( )u <0。 由

条件(f1)(f2)与(V)可知,存在常数 C>0,使得

F(x,t) 臆
V0

4 t2+C t p,坌(x,t)沂R3伊R (5)

由式(2)和式(5)可得:

I(u)= 1
2 椰u椰2 - 1

2 乙R3棕准u (u)2dx - 乙
R3
F(x,u)dx逸

1
2 椰u椰2 -

V0

4 乙R3
u2dx - C 乙

R3
u

p
dx 逸

1
4 椰u椰2 - C 乙

R3
u

p
dx (6)

由式(6)可知,存在常数 琢>0 和足够小的 酌>0,

使得当椰u椰=酌 时,有

I(u)逸 1
4 酌2-C酌p逸琢 (7)

第 2 步摇 证明泛函 I 满足局部(PS)条件。

设{un}奂E 满足 I( un)有界,且当 n寅肄 时,

I'(un) 寅 0, 则存在 C > 0, 使得 掖 I'(un),un业 臆

C椰un椰E 且 I(un)臆C。

首先证明{un}是有界的,在这里用反证法。 假

设当 n寅+肄, un 寅+肄。 令 棕n =
un

椰un椰
,选取子

列,仍记作 棕{ }n ,则有椰棕n椰=1,在 E 中有 棕n 弱收

敛于 棕,在 Ls(R3)(2<s<6)中,有 棕n寅棕,且 棕n寅棕

a. e. x沂R3。

令 赘= x沂R3:棕(x)屹{ }0 ,若 meas(赘)>0,则当

n寅肄时,棕n寅棕屹0。 由式(3)可知:

乙
R3

F(x,un)
椰un椰滋

E
逸 C1 lim

n寅肄 乙R3
棕 n

滋
dx - C2

乙
R3
u2
ndx

椰un椰u
E

因此

乙
R3

F(x,un)
椰un椰滋

E
逸C1 lim

n寅肄 乙R3 棕n

滋
dx = C1 乙

R3
棕

滋
dx > 0

(8)

由引理 1 可知,当 n寅肄时, 有

乙
R3

棕准unun
2

椰un椰滋
E

臆
棕2乙

R3
u2
ndx

椰un椰u
E

寅0 (9)

结合式(8)和式(9)有

0 = lim
n寅肄

I(un)
椰un椰滋

E
=

lim
n寅肄

1
椰un椰滋 -2

E

- 乙
R3

棕渍棕n
u2
n

椰un椰滋
E
d

é

ë
êê x-

乙
R3

F(x,un)
椰un椰滋

E
d ù

û
úúx < 0

矛盾,则得到 meas(赘)= 0,则说明 棕(x)= 0 a. e. x沂

R3,且在 Ls(R3)(2臆s<6)中,当 n寅肄时,棕n寅0。

由条件( f1)—(f4)可得,对于所有的 x沂R3 与

t沂R,都存在 C>0,使得

tf(x,t)-滋F(x,t)逸-Ct2

因此,当 n寅+肄时,有

1
椰un椰2

E
滋I(un)-掖 I'(un),un( )业 =

滋
2 -( )1 + 乙

R3

un f(x,un) - 滋F(x,un)
椰un椰2

E
dx +
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2 - 滋( )2 乙
R3

棕准棕n
u2
n

椰un椰2
E
dx + 乙

R3

准2
棕n
u2
n

椰un椰2
E
dx 逸

滋
2 -( )1 - C乙

R3
棕2

ndx + 2 - 滋
2 乙

R3

棕准棕n
u2
n

椰un椰2
E
dx 逸

滋
2 -( )1 - C乙

R3
棕2

ndx + 2 - 滋
2

棕2乙
R3
棕2

ndx 逸 滋
2 - 1

从而推出 0逸 滋
2 -1 与 滋>2 矛盾,由此得出{un}在 E

中有界。 由文献[11]知,E 嵌入 Ls(R3)(2<s<6)中

是紧的,则在 Ls(R3)中有 un寅u,并且 un寅u a. e.

x沂R3。 因为

椰un-u椰2
E =掖 I'(un)-I'(u),un-u业+

乙
R3

f(x,un) - f(x,u( )) (un - u)dx +

2棕乙
R3
(准unun - 准uu)(un - u)dx +

乙
R3
(准2

unun - 准2
uu)(un - u)dx (10)

再由文献[12]中 H觟lder 不等式和 Sobolev 嵌入

不等式,可知

乙
R3
(准unun - 准uu)(un - u)dx =

乙
R3

准un - 准( )
u un(un - u)dx + 乙

R3
准u (un - u)2dx 臆

乙
R3

准un - 准( )
u un(un - u)dx + 乙

R3
准u (un - u)2dx 臆

乙
R3

准un -准( )
u

6d( )x
1
6 乙

R3
(un)2d( )x

1
2 乙

R3
(un -u)3d( )x

1
3 +

乙
R3
准u

6d( )x
1
6 乙

R3
(un -u)3d( )x

1
3 乙

R3
(un -u)2d( )x

1
2

(11)

因为

乙
R3

准2
unu( )

n

3
2 d( )x

2
3 臆 乙

R3
准6

und( )x
1
3 乙

R3
u3
nd( )x

1
3

所以

乙
R3
(准2

unun - 准2
uu)(un - u)dx 臆

乙
R3

(准2
unun - 准2

uu)
3
2 d( )x

2
3 乙

R3
(un - u)

3
d( )x

1
3 臆

乙
R3

准2
unu( )

n

3
2 d( )x + 乙

R3
准2

u
( )u

3
2 d( )[ ]x

2
3 伊

乙
R3
(un - u)

3
d( )x

1
3 (12)

由于在 Ls(R3)(2<s<6)中,当 n寅肄时,un寅u,

综合式(11)和式(12),可知

乙
R3

准unun - 准u
( )u (un - u)dx 寅0

乙
R3
(准2

unun - 准2
uu)(un - u)dx 寅0

再结合式(10),可知在 E 中,un寅u,即泛函 I 满

足局部(PS)条件。

最后,根据引理 2 可知,式 (1 ) 有无穷多个

弱解。
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The Existence of Infinitely Many Solutions for a Class of
Klein鄄Gordon鄄Maxwell System Involving the Coercive Potential

YUAN Dong鄄lei1 , HE Shu鄄wen2 , WEN Xiao鄄bo2

(1. School of Mathematics and Statistics, Southwest University, Chongqing 400715,China;

2. School of Science and Technology,Sichuan Minzu College, Sichuan Kangding 626001, China)

Abstract:The existence of infinite solutions of Klein鄄Gordon鄄Maxwell system with coercive potential is studied

and proved under local (AR) condition. The unique term 渍 of the system is implicit function, which can爷 t be

expressed by u. Some techniques of lemmas and analysis are used to overcome this difficulty. Based on variational

principle, the existence of infinite solutions of Klein鄄Gordon鄄Maxwell system with coercive potential is proved. The

system with compulsory potential has the geometric structure of mountain path and satisfies ( PS) condition.

Combining with the symmetric mountain path lemma, the results of the existence of infinite solutions of the system

are obtained.

Key words:Klein鄄Gordon鄄Maxwell system ; variational method ; symmetric mountain pass lemma; infinitely

many solutions.
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