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摘摇 要:针对通货膨胀、随机利率、随机薪酬和模型不确定性影响下的确定缴费(Defined Contribution,
DC)型养老金的鲁棒最优投资策略问题,首先假设市场是由无风险资产、滚动债券以及股票 3 种资产组成,
给出这 3 种资产以及随机薪酬的动力学公式;然后通过消费者价格指数刻画通货膨胀的水平,应用伊藤公

式,得到通货膨胀环境下 3 种资产价格以及随机薪酬的动力学公式;接着应用 Girsanov 定理,得到新测度下

随机利率、3 种资产以及随机薪酬的动力学公式,并得到养老金账户的财富过程;最后在期望效用最大化的

原理下,应用随机控制理论求解 HJB 方程(Hamilton鄄Jacobi鄄Bellman equation),得到了 DC 养老金的鲁棒最优

投资策略;通过数值分析得出通货膨胀对鲁棒最优投资策略的影响。
关键词:随机利率;通货膨胀;随机薪酬;模糊厌恶;DC 养老金;鲁棒最优投资
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0摇 引摇 言

随着我国平均寿命的延长,为了保障退休后的

个人生活,人们对养老金的关注越来越高。 有两种

常见的养老金类型:确定收益型(Defined Benefit,
DB)和确定缴费型养老金计划。 由于人口变化和金

融市场的发展,许多国家为了减轻社会保障项目的

压力,将养老金计划从 DB 改为 DC,从而将养老金

的投资风险转移给养老金的持有者。 随着 DC 型养

老金计划的广泛应用,市场上出现了各种养老金的

投资计划,导致 DC 养老金投资者面临多种投资

风险。
本文探讨了 DC 养老金计划中有关风险,包括

市场回报风险、通货膨胀风险以及收入和经济不确

定性风险。 而且养老金资产的积累取决于养老金

持有人缴纳的养老金以及养老金投资者的投资回

报,养老金持有人缴纳的养老金与他们的工资收入

有关。 从长远来看,养老金的投资者还面临模型不

确定性和资产收益的变动。 文献[1]表明,投资者

不仅面临着已知的概率分布风险,还面临着未知的

概率分布的厌恶模糊性。 此外,资产投资预期的回

报是极难估计的,养老金的投资者对使用标准历史

估计投资资产产生的预期回报可靠性持有怀疑态

度,所以需要将模糊厌恶考虑进 DC 养老金的投资

策略中。
本文涉及 4 种类型的文献。 第一种文献是关于

DC 养老金的资产配置问题。 DC 养老金计划在实

践中有着广泛的应用,大量的文献都讨论了 DC 养

老金的资产配置问题。 现有文献采用了多种目标,
Sun 等[2]研究了由一个无风险资产和一个风险资产

组成的市场在均值-方差准则下利用随机动态规划

方法得到的策略,并与平衡策略作对比,保障退休

前去世的计划成员的权利;Chen 等[3]研究了在应用

S 型效用函数刻画的风险厌恶框架下采用期望效用

最大化的方法得到了 DC 养老金计划的最优投资组

合。 本文假设 DC 养老金的资产配置效用函数,应
用期望效用最大化方法得到 DC 养老金的最优投资



策略。
第二种文献是关于随机薪酬的文献。 在 DC 养

老金中,人力资本是投资者财富不可或缺的一部

分,关于养老金持有者未来的工资收入是典型的背

景风险;Bodie 等[4] 考虑了带有薪酬风险的投资组

合的问题;Munk 等[5]表明:工资增长与利率之间的

关系仍然是决定最优投资策略的一个重要因素。
为了探讨随机薪酬对投资者投资行为的影响,本文

假设薪酬过程遵循一个与随机利率和股价相关的

一般随机过程。
第三种文献是由养老金的投资期限引起的。

养老金的投资期限一般为 20 到 40 年,在长期的投

资中,利率不是恒定的,Vasicek 在风险中性的条件

下,假设经济状况完全由一个单一因素短期利率影

响,并遵循 Ornstein鄄Uhlenbeck 过程,得到了 Vasicek
模型。 在利率的建模中应用 Ornstein鄄Uhlenbeck 过

程,Bonlir 等[6]考虑了在随机利率下的 DC 养老金的

最优管理问题,获得了确保退休后的个人生活的

CRRA 效用最大化终端财富;Munk 等[5]基于收入动

态数据的面板研究,在随机利率及随机薪酬的环境

下得到了最优投资组合;Zhang 等[7] 应用对偶理论、
Legendre 变换及 HJB 方程在随机收入与仿射利率

模型下得到了 CRRA 及 CARA 效用函数的显示解,
从而得到了 DC 养老金的最优投资策略。 在这长期

的投资期限中,存在着通货膨胀因素,Li 等[8] 利用

中国的经济数据进行实证分析,结果表明:消费模

式和商品服务价格上涨的差异导致家庭的不平等

通货膨胀经历,通货膨胀对收入不同家庭的资产配

置和消费决策产生重大影响;Chou 等[9]在名义利率

和预期通货膨胀率下,解决了随机通货膨胀下期中

消费与非期中消费的跨期投资组合选择问题。
第四种是投资组合选择的模糊性参考文献。

Eusberg 等[10]首次提出大多数人都是模糊厌恶的人

与概率未知的彩票相比,他们更喜欢有已知概率的

彩票,许多理论研究探讨了模糊对经济行为的影

响;Dimmock 等[11]基于 Ellsberg 文章中的定制问题

衡量模糊厌恶,通过实证研究分析了模糊厌恶对 5
种不同家庭投资组合选择的影响,结果表明模糊厌

恶在影响投资者行为方面具有很重要的意义。
此处结合以前的研究,假设市场中存在无风险

资产即存款、滚动债券以及股票 3 种资产,同时考虑

随机利率、随机通货膨胀、随机薪酬下模糊厌恶型

的 DC 养老金的鲁棒最优投资策略。 以往的研究都

是只考虑其中的几种因素,本文同时考虑几种因素

对 DC 养老金最优投资策略的影响。

1摇 构建模型

假设在金融市场上是没有交易成本和费用的,
并且交易是连续的。 DC 养老金在投资时不仅面临

着金融风险和薪酬风险,还面临着通货膨胀风险。
此外,养老金的投资者对股票以及通货膨胀的动力

学公式的不确定性存在模糊厌恶性。 本文假设(赘,
F,{F t} t沂[0,T],P)是一个完备的概率空间, 其中,F t

代表的是 t 时刻之前的信息流,T 是一个有限的正

数,代表养老金的投资期限,P 是一个标准的测度。
在概率空间(赘,F,{F t} t沂[0,T],P)上定义了下面的

所有随机过程。
1郾 1摇 金融市场和薪酬

假设 1摇 根据文献[12],假设第一种无风险资

产的价格 S忆
0( t)为
dS忆0( t)
S忆0( t)

= r( t)dt,S忆0( t)= s忆0

其中,在时刻 t 时的随机利率 r( t),将其定义为

dr( t)= (a-br( t))dt- 浊1 r( t)+浊2 dWr( t) (1)
r(0)= r0

a,b,浊1,浊2 为正常数,Wr( t)是一维标准布朗

运动。
假设 2摇 根据文献[13],定义一个到期日为 s

的零息债券 B忆( t,s)的动力学公式为

dB忆( t,s)
B忆( t,s) =

r(t)dt+D(s-t) 浊1r(t)+浊2 (dWr(t)+姿r 浊1r(t)+浊2 dt)
B忆( s,s)= 1

其中,D(t)= 2(ezt-1)
z-(b-浊1姿r)

,z= (b-浊1姿r)2+2浊1 ,

姿r 浊1r(t)+浊2 为利率风险的市场价格,D(s-t) 浊1r(t)+浊2

为零息债券 B忆( t,s)的波动率。 实际的投资过程中,
在市场中并不能找到所有的零息债券,所以在基于

零息债券的基础上,引入一个带有常数期限 K 的滚

动债券,它的动力学方程式为

dB忆K( t)
B忆K( t)

=

r(t)dt+D(K) 浊1r(t)+浊2 (dWr(t)+姿r 浊1r(t)+浊2 dt)
在实际市场中,利用无风险资产和零息债券的

组合可以复制出任何固定期限的滚动债券。 对于

任意的 s>t,滚动债券的复制组合的表达式为

dB忆( t,s)
B忆( t,s) = 1-D( s-t)

D(K
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
dS忆0( t)
S忆0( t)

+D( s-t)
D(K)

dB忆
K( t)

B忆
K( t)

69 重庆工商大学学报(自然科学版) 第 37 卷



第 1 期 吴津津,等:随机利率和通货膨胀下 DC 养老金的鲁棒最优投资策略

假设 3摇 对于第三种资产股票,根据文献[6]可
以得到其随机微分方程为

dS忆( t)
S忆( t) =

r( t)dt+滓s 浊1 r( t)+浊2 (姿r 浊1 r( t)+浊2 dt+
dWr( t))+滓1(姿1dt+dWs( t)),S忆(0)= s0

滓s,滓1,姿1 为正常数,滓s 为利率波动所引起股票

价格的波动,姿1 为风险因素 Ws( t)的风险溢价,滓1

是股票波动引起的股价波动的波动比例因子,Ws( t)
是概率空间上标准的一维布朗运动,且 Wr( t) 与

Ws( t)相互独立。
假设 4摇 在考虑 DC 养老金计划时,薪资流程是

必不可少的。 假设一名 DC 养老金计划成员退休薪

资是随机的,并根据其薪资连续向其养老金账户缴

纳固定比例为 孜 (0臆 孜臆1) 的养老金,随机工资

C忆( t)满足下面的微分方程:
dC忆( t)
C忆( t) =

(r(t)+浊(t))dt+滓C 浊1r(t)+浊2 (姿r 浊1r(t)+浊2 dt+
dWr( t))+滓2(姿1dt+dWs( t)),C忆(0)= c忆

滓C,滓2 为正常数,滓C 表示利率波动对随机薪酬

的影响,滓2 表示股票价格波动所引起的随机工资的

波动,浊( t)是一个与时间 t 相关的函数。
假设 5摇 通货膨胀一直存在于金融市场中,通

过居民消费价格指数(CPI)定义一个通货膨胀的随

机过程 P( t),满足如下随机微分方程:
dP( t)
P( t) = 滋Pdt+滓PdWP( t),P(0)= p0

滋P 是 t 时的期望通货膨胀率,滓P 表示的是通货

膨胀的波动率,WP ( t) 为一维的标准布朗运动,
WP( t)与 Wr( t)是独立的,WP( t)与 Ws( t)具有相关

关系:
Cov(WP,WS)= 籽2 t(-1臆籽2臆1)

考虑通货膨胀 P( t),应用Ito^ 公式,可以得到真

实的无风险资产 S0 =
S忆0( t)
P( t) 、滚动债券 BK ( t) =

B忆K( t)
P( t) 、股票价格 S( t)= S忆( t)

P( t) 以及随机薪酬 C( t)=

C忆( t)
P( t) 的动力学公式:

dS0(t)=
1

P(t)dS忆0(t)+S忆0(t)d
1

P(t)+dS忆0(t)d
1

P(t)=

dS忆0( t)
P( t) +

S忆0( t)
P( t) ((滓2

P-滋P)dt-滓PdWP)=

S忆
0( t)
P( t) (( r( t)+滓2

P-滋P)dt-滓PdWP)=

S0( t)(( r( t)+滓2
P-滋P)dt-滓PdWP) (2)

dS(t)= 1
P(t)dS忆(t)+S忆(t)d

1
P(t)+dS忆(t)d

1
P(t)=

S( t)(( r( t)+滓2
P-滋P)+姿r滓S(浊1 r( t)+

浊2)-滓1滓P籽2)dt+S( t)(滓S 浊1 r( t)+浊2

dWr+滓1dWS-滓PdWP) (3)

dBK(t)=
1

P(t)dB忆K(t)+B忆K(t)d
1

P(t)+dB忆K(t)d
1

P(t)=

BK(t)((r(t)+滓2
P-滋P)+姿rD(K)(浊1r(t)+

浊2))dt+BK( t)(D(K) 浊1 r( t)+浊2 dWr-
滓PdWP) (4)

dC(t)= 1
P(t)dC忆(t)+C忆(t)d

1
P(t)+dC忆(t)d

1
P(t)=

C(t)((r(t)+浊(t)+滓2
P-滋P)+姿r滓C(浊1r(t)+

浊2)-滓2滓P籽2)dt+C( t)(滓C 浊1 r( t)+浊2

dWr+滓2dWS-滓PdWP) (5)
1郾 2摇 鲁棒最优投资策略

在传统的 DC 养老金计划框架中,DC 养老金的

投资者都是模糊中性的,这意味着投资者对概率测

度 P 提供的上述模型是完全信任的。 事实上在许

多情况下,DC 养老金的投资者不能准确地知道真

正的模型,因此,任何用于描述模型的特定概率度

量都可能会导致潜在模型的错误描述。 所以本文

把养老金的投资者看成模糊厌恶型的,并在其做投

资决策时考虑模型的不确定性。 模糊厌恶型养老金

投资者的最优投资问题是在参考测度 P 下考虑的,但
是参考测度 P 与真实测度可能十分接近,所以本文重

新定义了一个与参考测度 P 等价的转换测度 Q:
Q:={Q |Q:P}

在测度 Q 下,定义一个逐步可测的过程:祝: =
(准1 ( t ), 准2 ( t ), 准3 ( t )), t 沂 [ 0, T ], 满 足

EP exp 1
2 乙

t

0
(准1 (S)2 + 准2 (S)2 + 准3 (S)2)d( )[ ]{ }S < ¥,

并将没有满足 祝 的过程设定为 专,定义一个真实的

价值过程:

撰祝(t) = exp{ - 1
2 乙

t

0
(准1(S)2 + 准2(S)2 + 准3(S)2)dS +

乙t
0
准1(S)dWr(S) + 乙t

0
准2(S)dWS(S) +

乙t
0
准3(S)dWP(S)}

对于每一个 祝,在完全连续的测度 P 上的 FT

在新的概率测度 Q 下有:
dQ
dP | FT

=撰祝(T)

在新的转换测度 Q 下, 通过 Girsanov 定理
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可得:
dWQ

r =dWr-准1( t)dt

dWQ
S =dWS-准2( t)dt

dWQ
P =dWP-准3( t)d

ì

î

í

ï
ï

ïï t

(6)

根据式(6),对式(1)—(5)进行测度转换,得
到如下结果:

dr( t)= (a-br( t)- 浊1 r( t)+浊2 准1( t))dt-
浊1 r( t)+浊2 dWQ

r ( t) (7)
dS0( t)= S0( t)(( r( t)+滓2

P-滋P-滓P渍4)dt-滓PdWP)
(8)

dS(t)= S(t)((r(t)+滓2
P-滋P)+姿r滓s(浊1r(t)+K2)-

滓1滓P籽2+滓1姿1)+滓S 浊1 r( t)+浊2 准1( t)+
滓1准2(t)-滓P准4(t)dt+S(t)(滓S 浊1r(t)+浊2 dWQ

r +
滓1dWQ

S -滓PdWQ
S ) (9)

dBK(t)= BK(t)((r(t)+滓2
P-滋P)+姿rD(K)(浊1r(t)+

浊2)+D(K) 浊1 r( t)+浊2 准1-滓P准4)dt+

BK( t)(D(K) 浊1 r( t)+浊2 dWQ
r -滓PdWQ

P)
(10)

dC(t)= C(t)((r(t)+浊(t)+滓2
P-滋P)+姿r滓C(浊1r(t)+

浊2)-滓2滓P籽2+滓2姿1+滓C 浊1r(t)+浊2 准1(t)+
滓2准2( t)-滓P准4( t))dt+C( t)*

(滓C 浊1 r( t)+浊2 dWQ
r +滓2dWQ

S -滓PdWQ
P)

(11)
假设 6 摇 假定一个投资策略 棕: = {(棕S ( t),

棕B( t))} t沂[0,T],X棕( t)是在投资策略 棕 下的财富过

程,其中 棕S( t)是投资在股票上的比例,棕B( t)是投

资在债券的比例,相对应的 1-棕S( t) -棕B( t)即为投

资在无风险资产上的比例。 在测度 Q 下,财富过程

X棕( t)的随机微分方程为

dX棕( t)= X棕( t) 棕S( t)
dS( t)
S( t) +棕B( t)

dBK( t)
BK( t)

é

ë
êê +

(1-棕S( t)-棕B( t))
dS0( t)
S0( t

ù

û
úú) +孜C( t)=

X棕(t)[(r(t)+滓2
P-滋P)+姿r兹r(t)(浊1r(t)+

浊2)-滓P滓1兹S( t)籽2+兹S( t)姿1滓1+兹r( t)*
浊1 r( t)+浊2 准1( t)+滓1兹S( t)准2( t)-

滓P准3( t)]dt+X棕( t)[兹r( t) 浊1 r( t)+浊2

dWQ
r +滓1兹S( t)dWQ

S -滓PdWQ
P]+孜C( t)

X棕(0)= x0 (12)
其中,兹r( t)= 棕B( t)D(K) +棕S( t)滓S,兹S( t)= 棕S( t)。
兹r( t)代表的是资产风险 WQ

r 的风险暴露, 兹S( t)代表

的是资产风险 WQ
S 的风险暴露。

定义 1摇 令 棕: = {(棕S( t),棕B( t))} t沂[0,T] 为可

被接受的投资策略,满足:
(1) 对于任意的 t沂[0,T],棕S( t)和 棕B( t)关于

F t 逐步可测。

(2) EQ*
t,x,r,c{乙T

0
X(t)2[(棕B(t)D(K) + 棕S(t)滓S)2

(浊1r(t) + 浊2) + (棕S(t))2滓2
1 +滓2

p - 2滓1滓p棕S(t)]dt} < ¥。
(3) 对于任意的(t,x,r,c)沂[0,T]伊R伊R伊R+,式

(12)有唯一解{X棕(t)}t沂[0,T],且 EQ*
t,x,r,c[U(X棕(T))]<¥。

用 装 表示所有可容许策略的集合。
假设 7摇 养老保险投资者具有常相对风险规避

效用 函 数 ( Coefficient of Relative Risk Aversion,
CRRA),在模糊厌恶的框架下,推导出[0,T]时间间

隔内的投资策略,可以得到最大化的终端财富预期

效用。 这样,投资者的优化问题就可以写成:

sup
棕沂装

inf
准沂祝

U(X棕(T)) + 乙T
0

(准1(S))2

2鬃1(S,X棕(S),r(S),C(S))
æ

è
ç

é

ë
êê +

(准2(S)) 2

2鬃2(S,X棕(S),r(S),C(S))
+

(准3(S)) 2

2鬃3(S,X棕(S),r(S),C(S
ö

ø
÷

))
d ù

û
úús (13)

其中,U(x)= x1-酌

1-酌,酌>1 是相对风险厌恶系数。

对 式(13)进行求解,定义一个值函数:

H(t,x,r,c) = sup
棕沂装

inf
准沂祝

EQ
t,x,r,c U(X棕(T))) +é

ë
êê 摇

1
2 乙

T

t

(准1(S)) 2

2鬃1(S,X棕(S),r(S),C(S))
æ

è
ç +

(准2(S)) 2

2鬃2(S,X棕(S),r(S),C(S))
+

(准3(S)) 2

2鬃3(S,X棕(S),r(S),C(S
ö

ø
÷

))
d ù

û
úús (14)

其中:

鬃i( t,x,r,c)=
茁i

(1-酌)H( t,x,r,c),i=1,2,3(15)

茁i( i=1,2,3)为模糊厌恶参数,分别代表模糊厌恶

型投资者对于随机利率、股票价格、股价波动率以

及通货膨胀的模糊厌恶特性,且满足 茁i >0( i = 1,2,
3)。

2摇 最优投资策略

定义 2摇 为了从式(13)中获得最优投资策略,
定义 C1,2,2,2([0,T]伊R伊R伊R+)= {渍( t,x,r,c) | 渍( t,
·,·,·)在[0,T]上一阶连续可导,且 渍(·,x,r,
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c)分别在 x沂R,r沂R,c沂R+上二阶连续可导},摇对
于任意的 渍( t,x,r,c)沂[0,T]伊R伊R伊R+,定义一个

生成元算子:
Z棕,准渍(t,x,r,c)= 渍t+[(r+滓2

P-滋P)x+
姿r兹r(浊1r+浊2)x+兹S姿1滓1x+孜c-滓P滓1兹S籽2x+

兹r (浊1 r+浊2) 准1x+滓1兹S准2x-滓P准3]渍x+

[a-br- (浊1 r+浊2) 准1]渍r+
[( r+滓2

P-滋P+浊)c+姿r滓C(浊1 r+浊2)c+滓2姿1c-

滓2滓P籽2c+滓C (浊1 r+浊2) 准1c+滓2准2c-滓P准3c]渍c+

[兹2
r(浊1 r+浊2)+滓2

1兹2
S+滓2

P-2滓1滓P兹S籽2]
x2渍xx

2 +

(浊1 r+浊2)
渍rr

2 +[滓2
C(浊1 r+浊2)+滓2

2+滓2
P-

2滓2滓P籽2]
c2
2 渍cc-x兹r(浊1 r+浊2)渍xr+

[滓C兹r(浊1 r+浊2)+滓1滓2兹S籽2+滓2
P-滓1滓P兹S籽2-

滓2滓P籽2]xc渍xc-滓C(浊1 r+浊2)c渍rc (16)
渍t,渍x,渍r,渍c,渍xx,渍rr,渍cc,渍xr,渍xc,渍rc表示函数

渍( t,x,r,c)各个变量相对应的偏导数。 为了便于后

面的计算,令 兹r = 兹r( t),兹S = 兹S( t),根据动态规划原

理,得到带有模糊厌恶性的 HJB 方程:

sup
棕沂装

inf
准沂祝

Z棕,准H( t,x,r,c) +
准2

1

2渍1
+

准2
2

2渍2
+

准2
3

2渍{ }
3

= 0

(17)
本文假设 J( t,x,r,c)是式(17)的解,由一阶的

最优性条件可知,准*
1 ,准*

2 ,准*
3 为

准*
1 = -

茁1 浊1+浊2

(1-酌)J (x兹rJr+滓CcJc-Jr)

准*
2 = -

茁2 l
(1-酌)J(x兹SJx+c滓C2

Jc)

准*
3 =

茁3滓P

(1-酌)J(xJx+cJc) (18)

将式(18)代入式(17),可以得到:
sup
棕沂装

{Jt+[( r+滓2
P-滋P)x+姿r兹r(浊1 r+浊2)x+兹S姿1滓1x+孜c-

滓P滓1兹S籽2x]Jx+[a-br]Jr+[(r+滓2
P-滋P+浊)c+姿r滓C(浊1r+

浊2)c-滓P滓2籽2c+滓2姿1c]Jc+[兹2
r(浊1 r+浊2)+滓2

1兹2
S+滓2

P-

2滓1滓P兹S籽2]
x2Jxx

2 +(浊1 r+浊2)
Jrr

2 +[滓2
C(浊1 r+浊2)+滓2

2+

滓2
P-2滓2滓P籽2]

c2
2 Jcc-x兹r(浊1r+浊2)Jxr+[滓C兹r(浊1r+浊2)+

滓1滓2兹S+滓2
P-滓1滓P兹S籽2-滓2滓P籽2]xcJxc-

滓C(浊1r+浊2)cJrc-
茁1(浊1r+浊2)
2(1-酌)J (x兹rJx+c滓CJc-Jr)2-

茁2l
2(1-酌)J(

x滓1兹SJx+c滓2Jc) 2-
茁3滓2

P

2(1-酌)J(
xJx+cJc) 2} =0

(19)
利用式(19)中关于 兹r 和 兹S 的一阶微分条件,

可以得到:
兹*
r ( t)=

姿rJx+c滓CJxc-Jxr-
茁1

(1-酌)J(c滓CJxJc-JxJr)

x(
茁1

(1-酌)JJ
2
x-Jxx)

兹*
S ( t)=

姿1Jx+c滓2Jxc-
茁2

(1-酌)Jc滓2JxJc-(滓P籽2Jx+c滓P籽2Jxc+x滓P籽2Jxx)

x(
茁2

(1-酌)JJ
2
x-Jxx)滓1

(20)
将式(20)代入式(19),可以得到:

Jt+[( r+滓2
P-滋P)x+孜c]Jx+(a-br)Jr+

[( r+滓2
P-滋P+浊)c+姿r滓C(浊1 r+浊2)c-

滓P滓2籽2c+滓2姿1c]Jc+
x2滓2

PJxx

2 +(浊1 r+浊2)
Jrr

2 +

[滓2
C(浊1 r+浊2)+滓2

2+滓2
P-2滓2滓P籽2]

c2
2 Jcc+

[滓2
P-滓2滓P籽2]xcJxc-c滓C(浊1 r+浊2)Jrc-

茁1(浊1 r+浊2)
2(1-酌)J (c滓CJc-Jr) 2-

茁2 l
2(1-酌)Jc

2滓2
C2
J2
c -

茁3滓2
P

2(1-酌)J(xJx+cJc) 2+

[姿1Jx+c滓2Jxc-
茁2

(1-酌)Jc滓2JxJc-滓P籽2(Jx+cJxc+xJxx)]
2

2[
茁2

(1-酌)JJ
2
x-Jxx]

+

[姿rJx+c滓CJxc-Jxr-
茁1

(1-酌)J(c滓CJxJc-JxJr)]
2

2[
茁2

(1-酌)JJ
2
x-Jxx]

*

(浊1 r+浊2)= 0 (21)
为了对式(21)进行求解,做出如下假设:

J( t,x,r,c)= (x+h( t,c)) 1-酌

1-酌 g( t,r) (22)

h(T,c)= 0,g(T,r)= 1
其中:

Jt =gt
(x+h) 1-酌

1-酌 +g(x+h) -酌ht,Jx =g(x+h) -酌

Jxx = -酌g(x+h) -酌-1,Jr =gr
(x+h) 1-酌

1-酌

Jrr =grr
(x+h) 1-酌

1-酌 ,Jc =g(x+h) -酌hc
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Jxr =gr(x+h) -酌,Jxc = -酌g(x+h) -酌-1hc

Jcc = -酌g(x+h) -酌-1h2
c +g(x+h) -酌hcc

Jxc = -酌g(x+h)-酌-1hc, Jrc =gr(x+h) -酌hc (23)
将式(22)和式(23)代入式(21),得到:

gt
(x+h) 1-酌

1-酌 +g(x+h) -酌ht+[( r+滓2
P-滋P)x+孜c]g(x+h) -酌+(a-br)gr

(x+h) 1-酌

1-酌 +[( r+滓2
P-滋P+浊)c+姿r滓C(浊1 r+

浊2)c+滓2姿1c-滓P滓2籽2c]g(x+h) -酌hc-
酌x2滓2

P

2 g(x+h) -酌-1+
grr(浊1 r+浊2)

2
(x+h) 1-酌

(1-酌) +[滓2
C(浊1 r+浊2)+滓2

2+滓2
P-

2滓2滓P籽2]
c2
2 (-酌g(x+h) -酌-1h2

c+g(x+h) -酌hcc)+[滓2
P-滓2滓P籽2]xc(-酌g(x+h) -酌-1hc)-滓C(浊1r+浊2)cgr(x+h)-酌hc-

茁1(浊1r+浊2)
2(1-酌)J c滓Cg(x+h)-酌hc-gr

(x+h)1-酌

1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

酌
2

-
茁2

2(1-酌)Jc
2滓2

2(g(x+h)-酌hc)2+
茁3滓2

P

2(1-酌)J(xg(x+h)
-酌+cg(x+h)-酌hc)2+

[(姿1g (x+h) -酌-(茁2+酌)c滓2ghc (x+h) -1-酌+滓P籽2(c酌hc-(x+h)+x酌)g (x+h) -酌-1] 2

2(茁2+酌)g (x+h) -酌-1 +

[姿rg (x+h) -酌-
1-(茁1+酌)

1-酌 gr (x+h) -酌-(茁1+酌)c滓C1
g (x+h) -酌-1hc]

2

2(茁1+酌)g (x+h) -酌-1 (浊1 r+浊2)= 0 (24)

摇 摇 为了求解式(24),假设

h( t,c)= h1( t)c,g( t,r)= eg1( t) r+g2( t) (25)
其中 h1(T)= 0,g1(T)= g2(T)= 0, 对式(25)中两个

函数求其各自变量的一阶和二阶导数,得到:
ht =h1tc,hc =h1,hcc =0

gt =g(g1tr+g2t),gr =gg1,grr =gg2
1 (26)

将式(25)和(26)代入式(24)中,化简得到:
x+h
1-酌r g1t+ -b-

姿r(1-(茁1+酌))浊1

茁1+
æ

è
ç

ö

ø
÷

酌 g1
é

ë
êê +

(1-(茁1+酌))浊1

2(茁1+酌)(1-酌)
g2

1+
姿2

r(1-酌)
2(茁1+酌)

+(1-酌 ù

û
úú) +

x+h
1-酌[g3t+ a-

姿r(1-(茁1+酌))浊2

茁1+
æ

è
ç

ö

ø
÷

酌 g1+

(1-(茁1+酌))浊2

2(茁1+酌)(1-酌)
g2

1+
姿2

r(1-酌)
2(茁1+酌)

+

(姿1-滓p籽2) 2(1-酌)
2(茁1+酌)

-
姿1滓p籽2酌(1-酌)

(茁1+酌)
+

滓2
p籽2

2酌(1-酌)(酌-2)
2(茁2+酌)

-
滓2

p(1-酌)(茁4+酌)
2 +

(滓2
p-滋P)(1-酌)]+c(h1t+h1浊+孜)= 0 (27)

由式(27)可得:
x+h
1-酌r g1t+ -b-

姿r(1-(茁1+酌))浊1

茁1+
æ

è
ç

ö

ø
÷

酌 g1
é

ë
êê +

(1-(茁1+酌))浊1

2(茁1+酌)(1-酌)
g2

1+
姿2

r(1-酌)
2(茁1+酌)

+(1-酌 ù

û
úú) = 0

x+h
1-酌 g3t+ a-

姿r(1-(茁1+酌))浊2

茁1+
æ

è
ç

ö

ø
÷

酌 g1+
(1-(茁1+酌))浊2

2(茁1+酌)(1-酌)
g2
1

é

ë
êê +

姿2
r(1-酌)

2(茁1+酌)
+
(姿1-滓p籽2) 2(1-酌)

2(茁1+酌)
-
姿1滓p籽2酌(1-酌)

(茁1+酌)
+

滓2
p籽22酌(1-酌)(酌-2)

2(茁2+酌)
-
滓2

p(1-酌)(茁4+酌)
2 +(滓2

p-滋P)(1-酌
ù

û
úú) =0

c(h1t+h1浊+孜)= 0 (28)
从式(28)可以解得:

g1( t)=

啄1啄2-啄1啄2e子2(啄1-啄2)(T-t)

啄2-啄1e子2(啄1-啄2)(T-t)
,浊1屹0

1-酌
b [1-e-b(T-t)],浊1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï =0

(29)

g2( t) = 乙T
t
子4g1( s) + 子5g2

1( s) + 子6ds (30)

h1( t) = e乙
T

t
浊( s)ds 伊 乙T

t
孜e -乙Ts 浊(y)dyds (31)

其中:

子1 = -b-
姿r(1-(茁1+酌))浊1

茁1+酌
,子2 =

(1-(茁1+酌))浊1

2(茁1+酌)(1-酌)

子3 =
姿2

r(1-酌)
2(茁1+酌)

浊1+(1-酌),子4 =a-
姿r(1-(茁1+酌))浊2

茁1+酌

子5 =
1-(茁1+酌)

2(茁1+酌)(1-酌)
浊2

子6 =[
姿2

r 浊2

2(茁1+酌)
+
(姿1-滓p籽2) 2

2(茁1+酌)
+
姿1滓p籽2酌
(茁1+酌)

+

滓2
p籽2

2酌(酌-2)
2(茁1+酌)

-
滓2

p(茁3+酌)
2 +(滓2

p-滋p)](1-酌)

啄1,2 =
-子1依 子2

1-4子2子3

2子2
(32)

定理 1摇 鲁棒最优投资问题式(17)在限定条件
J( t,x,r,c)= U(x)下的解为

J( t,x,r,c)=
(x+h1( t,c)) 1-酌

1-酌 eg1( t) r+g2( t)

其中最优风险暴露为

兹*
r ( t)= m( t) 1+h1( t)

C( t)
X棕*( t

æ

è
ç

ö

ø
÷

) -h1( t)
滓CC( t)
X棕*( t)

兹*
S ( t)= n( t) 1+h1( t)

C( t)
X棕*( t

æ

è
ç

ö

ø
÷

) -h1( t)
滓2C( t)
X棕*( t)滓

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

1
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最优投资策略 棕*为

棕*
B ( t)=

兹*
r ( t)-兹*

S ( t)滓S

D(K)
棕*

S ( t)= 兹*
S ( t

ì

î

í
ïï

ïï )
最坏测度为

准*
1 ( t)= -茁1 (K1 r+K2)

姿r

茁1+酌
-

g1( t)
(茁1+酌)(1-酌

æ

è
ç

ö

ø
÷

)

准*
2 ( t)= -茁2

姿1

茁2+酌
-
滓P籽2

茁2+酌
+
滓L籽2酌
茁2+

æ

è
ç

ö

ø
÷

酌
准*

3 ( t)= 茁3滓

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

P

m( t)=
姿r

茁1+酌
-
(1-(茁1+酌))
(茁1+酌)(1-酌)

g1( t)

n( t)= 姿1

滓1(茁2+酌)
+
滓P籽2(酌-1)
滓1(茁2+酌

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï )

其中 g1( t), g2 ( t), h1 ( t),如式 (29)—(32)
所示。

3摇 数值分析

本节根据文献[13]和[14]为模型确定了一组

基例参数,利用 MATLAB 软件进行画图并对参数进

行分析。 表 1 是模型的参数。

表 1摇 数值模拟参数值表

Table 1摇 Numerical simulation parameter value

a b r0 浊1 浊2 姿r K 滓s

0郾 02 0郾 2 0郾 05 0郾 007 0 1 1 0郾 2

滓P 酌 籽2 滓L 滓C 滓1 酌

1 2 0郾 3 0郾 25 0郾 04 0郾 7 0郾 2 2

茁1 茁2 茁3 滓2 T t 孜 x0

1 1郾 5 1 0郾 1 10 0 0郾 1 4

图 1 和图 2 描述的是股票的风险溢价 姿1 以及

股票价格的波动引起股价波动的波动比例因子 滓1

对股票的最优投资比例 棕*
S 和债券的最优投资比例

棕*
B 的影响。 由图 1 和图 2 可以看出:随着 姿1 的增

加,养老金投资者投资在股票的比例增加,投资在

债券的减少;随着 滓1 的增加,养老金投资者投资在

股票的比例减少,投资在债券的增加。 当 姿1 增加

时,股票的风险溢价增加,养老金的投资者会增

加股票的投资来获取更多的收益,由于替代效

应,会相应的降低债券的投资比例。 当参数 滓1

增加时,股票波动引起股价波动的风险增大,投
资者将会降低股票的投资比例,相应地将更多资

金投资在债券上。

图 1摇 姿1,滓1 对 棕*
S 的影响

Fig. 1摇 Effects of 姿1and 滓1on 棕*
S

图 2摇 姿1,滓1 对 棕*
B 的影响

Fig. 2摇 Effects of 姿1and 滓1on 棕*
B

图 3摇 茁2,滓2 对 棕*
S 的影响

Fig. 3摇 Effects of 茁2and 滓2on 棕*
S

图 4摇 茁2,滓2 对 棕*
B 的影响

Fig. 4摇 Effects of 茁2and 滓2on 棕*
B

图 3 和图 4 描述的是模糊厌恶参数 茁2 和股票
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波动引起薪酬变动的波动因子 滓2 对股票的最优投

资比例 棕*
S 和债券的最优投资比例 棕*

B 的影响。 由

图 3 和图 4 可以看出:随着 茁2 和 滓2 的增加,股票的

投资比例减少,债券的投资比例增加。 茁2 增加时,
养老金的投资者对股票的模型更加模糊,所以会降

低股票的投资比例,相应地增加债券的投资比例。
滓2 增加时,股票波动引起薪酬的变动增大,从而增

加了随机薪酬的不确定性,养老金的投资者为了保

险起见,会将更多的资金投入到债券中,减少对股

票投资的资金。

图 5摇 滓p,籽2 对 棕*
S 的影响

Fig. 5摇 Effects of 滓pand 籽2on 棕*
S

图 6摇 滓p,籽2 对 棕*
B 的影响

Fig. 6摇 Effects of 滓pand 籽2on 棕*
B

图 5 和图 6 描述的是通货膨胀的波动率增值率

滓p 和通货膨胀与股价的波动系数 籽2 对股票的最优

投资比例 棕*
S 和债券的最优投资比例 棕*

B 的影响。
由图 5 和图 6 可以看出:随着 滓p 和 籽2 的增加,养老

金投资者投资在股票的比例增加,投资在债券的减

少。 这是因为随着 滓p 的增加,通货膨胀的波动率增

加了,对养老金资产具有腐蚀性,所以需要多投资

收益高的股票来对冲通货膨胀给养老金资产带来

的腐蚀性。 由于通货膨胀的存在,增加了一部分投

机性需求
滓P籽2(1-酌)

茁2+酌
,因为 滓p 和 籽2 都为正,而相对

风险厌恶参数 酌>1,所以 滓p 和 籽2 的增加,会导致投

资在股票的比例增加;同时由于替代效用使得投资

在债券的比例增加。

4摇 结摇 论

本文分析了 DC 养老金的最优投资组合问题,
使其终端实际财富的预期效用最大化。 因此,在这

种条件下,养老金的持有者将他们工资的一部分按

照一定的比例投资到养老金账户中。 养老金的投

资者面临着三种风险:一是长期投资中利率变动的

风险,即随机利率风险;二是与养老金投资者薪酬

挂钩的风险,即随机薪酬风险;三是与通货膨胀随

机过程相关的风险,即随机通胀风险。 假设金融市

场是由股票、滚动债券和无风险的资产组成。
在给出了描述模型的随机过程系数的函数形

式后,通过 HJB 方程给出了资产配置问题的解,通
过第三节数值分析,可以得到:

随着股票的风险溢价 姿1 的增加,DC 养老金的

投资者会增加股票的投资比例,降低债券的投资比

例;随着股票价格的波动引起股价波动的比例因子

滓1 的增加,DC 养老金的投资者会增加债券的投资

比例,降低股票的投资比例。
随着股票的模糊厌恶参数 茁2 和股票波动引起

薪酬变动的波动因子 滓2 的增加,DC 养老金的投资

者减少其对股票的投资比例,同时增配风险较少的

债券的投资比例。
随着通货膨胀的波动参数 滓p 和通货膨胀与股

价的波动系数 籽2 的增加,DC 养老金的投资者会增

加股票的投资比例,降低债券的投资比例。
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Robust Optimal Investment Strategy of DC Pension under
Stochastic Interest Rate and Inflation

WU Jin鄄jin,WANG Chuan鄄yu, ZHANG Jing
(School of Mathematics and Physics, Anhui Polytechnic University, Anhui Wuhu 241000,China)

Abstract:For the robust optimal investment strategy of Defined Contribution ( DC) pension under the
influence of inflation, stochastic interest rate, stochastic salary and model uncertainty; firstly, it is assumed that the
market consists of three kinds of assets: risk鄄free assets, rolling bonds and stocks, and the dynamic formulas of
these three kinds of assets and stochastic compensation are given. Then the level of inflation is depicted by the
consumer price index, and Ito formula is applied to obtain the dynamic formulas of three asset prices and stochastic
compensation under the inflation environment. Secondly, by applying Girsanov theorem, the dynamic formulas of
stochastic interest rate, three kinds of assets and stochastic compensation under the new measure are obtained, and
the wealth process of pension account is obtained. Finally, based on the principle of maximizing expected utility,
the robust optimal investment strategy for DC pension is obtained by solving the HJB equation (Hamilton鄄Jacobi鄄
Bellman equation) using stochastic control theory. The influence of inflation on robust optimal investment strategy
is obtained through numerical analysis.

Key words: stochastic interest rate; inflation; stochastic salary; ambiguity鄄aversion; DC pension; robust
optimal investment strategy
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