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摘摇 要:针对无约束优化问题,利用两项共轭梯度法(DL 方法)去逼近改进的 HS 三项共轭梯度法,提出

了改进的 DL 共轭梯度法即 MDL 共轭梯度法. 该方法相对于 DL 方法具有一个更好的性质,即该共轭梯度法

的搜索方向不依赖任何线搜索就可满足充分下降条件,理论上证明了该方法在 Wolfe 线搜索条件下对一般

函数具有全局收敛性.
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0摇 引摇 言

考虑以下的无约束优化问题:
min f(x),x沂Rn (1)

其中,f:Rn寅R 连续可微.
共轭梯度法是求解式(1)这类无约束优化问题

的重要方法之一,其迭代格式如下:
xk+1 =xk+琢kdk (2)

其中 琢k 为通过某种线搜索获得的步长,dk 为

搜索方向,一般迭代格式如下:

dk =
-gk,k=0

-gk+茁kdk-1,k逸
{ 1

(3)

其中 gk =荦f(xk),茁k沂R 为共轭参数,不同的参数

茁k 对应不同的共轭梯度法. 其中经典的共轭梯度方

法有 FR[1] 方法,HS[2] 方法,PRP[3] 方法和 DY[4] 方

法,它们的表达式分别为

茁FR
k =

gk
2

gk-1
2,茁

HS
k =

gT
k yk-1

dT
k-1yk-1

茁PRP
k =

gT
k yk-1

gk-1
2,茁

DY
k =

gk
2

dT
k-1yk-1

. 表示欧式范数.

2006 年,Zhang 等[5] 提出了一类三项共轭梯度

法———ZZL 方法,该方法有一个优点,即满足充分下

降条件:gT
kdk = - gk

2,坌k逸0,其搜索方向的迭代

格式为

dZZL
k = -gk+

gT
k yk-1

gk-1
2dk-1-

gT
k dk-1

gk-1
2yk-1

2015 年,基于文献[5-6],Saman 等[7]利用两项

共轭梯度法 DL 方法去逼近三项共轭梯度法即 ZZL

方法,通过求解极小化问题 min
k逸0

dDL
k -dZZL

k
2,得到了

改进的共轭梯度法,该方法的共轭参数形式如下:

茁NDL
k =

gT
k yk-1

dT
k-1yk-1

-
sTk yk

sk 2

gT
k sk-1

dT
k-1yk-1

2018 年,Li[8] 基于无记忆 BFGS 方法提出了一

类修正的 HS 三项共轭梯度法,其共轭参数如下:

茁JHS
k =

gT
k yk-1

dT
k-1yk-1

-
yk-1

2gT
k dk-1

(dT
k-1yk-1) 2 +mk

gT
k yk-1

dT
k-1yk-1

其中 0臆mk臆m<1 且m=0郾 3,同时,

mk =min 0郾 3,max 0,1-
yT
k-1sk-1
yk-1

{ }{ }2



1摇 一类新的共轭梯度法

本文受文献[7-8]的启发,利用两项共轭梯度

法 DL 方法去逼近文献[8]提出的三项共轭梯度法,
提出了一类满足充分下降条件的 DL 方法,其共轭

参数形式如下:

茁MDL
k =

gT
k yk-1

dT
k-1yk-1

-(1-mk)
yk-1

2

sTk-1yk-1

gT
k sk-1

dT
k-1yk-1

(4)

其中:

mk =min 0郾 3,max 0,1-
yT
k-1sk-1
yk-1{ }{ }2 ,且m = 0郾 3. 以上方

法可以看作为改进的 DL 方法,其中参数 t = (1-mk)

yk-1 2

sTk-1yk-1
,将由式(2)式(3)式(4)组成的方法称作MDL

方法. 然而在精确线搜索下,MDL 方法等价于 PRP 方

法. 根据 Powell 的反例知,MDL 方法对一般函数不一

定收敛,类似 DK+方法的截断思想,对 MDL 方法采取

截断方式得到了 MDL+方法,其共轭参数形式如下:

茁k =茁MDL+
k = max 茁MDL

k ,浊
gT
k dk-1

dk-1
{ }2 (5)

其中 0臆浊<1,将由式(2)式(3)式(5)组成的方

法称为 MDL+方法.
在收敛分析中,充分下降条件起着十分重要的

作用,即 gT
k dk臆-c gk

2 成立. 其中 c 为常数且 c>0,
步长 琢k 一般要求满足 Wolfe 线搜索条件:

f(xk+琢kdk)-f(xk)臆啄琢kgT
k dk (6)

g(xk+ 琢kdk) Tdk逸滓gT
k dk (7)

其中 0<啄<滓<1.

2摇 收敛性分析

以下假设 gk屹0,对所有 k 成立. 为了证明 MDL

方法的全局收敛性,本文做如下两个假设:
(A)目标函数 f 在以下水平集:赘 = { x沂Rn:

f(x)臆f(x0)}上有下界,其中 x0 沂Rn 为算法初始

点,即存在一个常数 注>0,使得

x 臆注,坌x沂赘 (8)
(B)目标函数 f 在 赘 的某个领域 N 是连续可微

的,且梯度是 Lipschitz 连续的,即存在常数 L > 0,
使得

g(x)-g(軈x) 臆L x-軈x ,坌x,軈x沂N (9)

由对目标函数 f 的假设知,存在一个常数酌逸0,
使得

g(x) 臆軈酌,坌x沂赘 (10)
在上述假设下,给出如下的引理 1,该引理由

Dai-Kou 证得,通常被称为 Zoutendijk 条件.
引理 1摇 假设(A) (B)成立,考虑具有式(2)、

式(3)形式的迭代方法,其中 dk 是一个下降方向,琢k

满足 Wolfe 条件,则有

移
k逸1

(gT
k dk) 2

dk
2 < 肄 (11)

引理 2摇 假设(A)(B)成立,考虑具有式(2)式
(3)形式的迭代方法,其中 dk 是一个下降方向,琢k

满足 Wolfe 条件,若

移
k逸1

1
dk

2 = 肄

则有

lim inf
k寅肄

gk =0 (12)

引理 3摇 假设(A)(B)成立,考虑形如式(2)式
(3)式(4)的 MDL 方法,以及式(2)式(3)式(5)的
MDL+方法,若 dT

k-1yk-1屹0,则方法满足充分下降性,
即坌k,有

gT
k dk臆c gk

2 (13)
证明摇 用归纳法证明:

当 k=0,0臆mk臆m<1 时,

gT
o d0 = - g0

2臆- 1-(1+m) 2
æ

è
ç

ö

ø
÷

4 g0
2

成立。

假设当 n= k-1,0臆mk臆m<1 时,有 gT
k-1 dk-1臆

- 1-(1 + m) 2
æ

è
ç

ö

ø
÷

4 gk-1
2 成立,则

gT
k dk = - gk

2+茁kgT
k dk-1 =

- gk
2+(1 + mk)

gT
k yk-1gT

k dk-1

dT
k-1yk-1

-

yk-1
2(gT

k dk-1) 2

(dT
k-1yk-1) 2 =

- gk
2+2 1 + mk

2 gTæ

è
ç

ö

ø
÷k

yk-1gT
kdk-1

dT
k-1yk

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
-

yk-1 2(gT
kdk-1)2

(dT
k-1yk-1)2 臆

- gk
2+

(1 + mk) 2

4 gk
2+

yk-1
2(gT

k dk-1) 2

(dT
k-1yk-1) 2 -
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yk-1
2(gT

k dk-1) 2

(dT
k-1yk-1) 2 = - gk

2+
(1 + mk) 2

4 gk
2臆

- 1-(1 +m) 2
æ

è
ç

ö

ø
÷

4 gk
2

其中 0臆mk臆m<1,则充分下降条件式(13)成立.
对于 MDL+方法的充分下降性证明,只需考虑

如下情况,当 k逸2 时,有

茁MDL+
k =浊

gT
k dk-1

dk-1
2

则有

gT
k dk = - gk

2+浊
(gT

k dk-1) 2

dk-1
2 臆-(1-浊) gk

2

(14)
将上述两种情况合并,有

c=min 1-(1+m) 2

4 ,1-{ }浊
证毕。
下证 MDL 方法采用 Wolfe 线搜索时,对一致凸

函数是强收敛的.
定理 1摇 假设 f 是一致凸函数且假设(A) (B)

成立,考虑 MDL 方法. 如果 琢k 是由 Wolfe 线搜索计

算得到,且 滓沂[0,1],则
lim
k寅+肄

gk =0 (15)

证明 摇 由 Lipschitze 条件以及 f 为一致凸函

数,有
yk-1 臆L sk-1 ,dT

k-1yk-1逸滋 dk-1 sk-1
由式(8)和式(9),有

yk-1
2

sTk-1yk-1
臆L2

滋
使用 Wolfe 条件时,有

dT
k-1yk-1逸(滓-1)gT

k-1dk-1>0
式(4)中的 茁MDL

k 可写成

茁MDL
k =

gT
k yk-1

dT
k-1yk-1

-tk
gT
k sk-1

dT
k-1yk-1

其中参数

tk =(1-mk)
gk-1

2

sTk-1yk-1
,0臆mk臆m<1

由式(10)和 0臆mk臆m<1 知:

tk = (1-mk)
gk-1

2

sTk-1yk-1
<L

2

滋
则有

dk 臆 gk +
gT
k yk-1

dT
k-1yk-1

-tk
gT
k sk-1

dT
k-1yk-1

dk-1 臆

1+
L sk-1 dk-1

dT
k-1yk-1

+ tk
dk-1 sk-1
dT
k-1yk

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
gk 臆

1+ L
滋 + tk

1æ

è
ç

ö

ø
÷

滋 gk (16)

由充分下降条件式(13)和引理 1 的 Zoutentijk
条件知

移
k逸1

gk
4

dk
2 < 肄

由式(16)有

移
k逸1

gk
2 < 肄 (17)

故式(15)成立.
下证 MDL+方法对一般函数的全局收敛性,首

先需证明两个重要引理.
引理 4摇 假设(A)(B)成立,考虑式(2)(3)(5)

的 MDL+共轭梯度法,其中 dk 是一个下降方向,琢k

由 Wolfe 线搜索计算得到,如果存在一个常数 酌>0,
使得

gk 逸酌,坌k逸1 (18)
则 dk屹0 且

移
k逸1

滋 k - 滋 k-1
2 < 肄

其中 滋k =
dk

dk
.

证明摇 首先,注意到 dk屹0,否则式(13)不成

立,因此 滋k 有意义. 此外,由式(18)和引理 2,有

移
k逸1

1
dk

2 < 肄

否则式(12)成立,与式(18)矛盾. 现在将 茁MDL+
k

分为如下两部分:

茁(1)
k =max 茁MDL

k -浊
gT
k dk-1

dk-1
2,{ }0

茁(2)
k =浊

gT
k dk-1

dk-1
2 (19)

假设

wk =
vk

dk
,啄k =茁(1)

k
dk-1

dk
(20)

其中 vk = -gk+茁(2)
k dk-1 .

当 k逸2 时,由式(3),有
滋k =酌k+啄k 滋k-1 (21)

使用等式 滋k = 滋k-1 =1 和方程(21),有

15



酌k = 滋k-啄k 滋k-1 = 啄k 滋k-滋k-1 (22)
由 啄k逸0,再根据式(22),得到:

滋k-滋k-1 臆 (1+啄k)滋k-(1+啄k)滋k-1 =
啄k 滋k-滋k-1 臆 滋k-啄k滋k-1 + 啄k滋k-滋k-1 =2 wk

(23)
由式(19)得:

vk 臆 gk + 茁(2)
k dk-1 臆(1+浊) gk (24)

由式(20)(23)(24)得:

滋k-滋k-1 臆2 滋k 臆2(1+浊)
gk

dk
(25)

通过式(11)(13)(18),有

移
k逸1

gk
2

dk
2 臆

1
酌2移

k逸1

gk
4

dk
2 臆

1
酌2 c2

移
k逸1

(gT
kdk)2

dk
2 < + 肄

最后由式(25)可知:

移
k逸1

滋 k - 滋 k-1
2 臆4(1 + 浊)移

k逸1

gk
2

dk
2 < 肄

证毕.
定义正整数集为 N*,常数 姿>0 和一个正整数

驻,记:转姿
k,驻:={ i沂N*:k臆i臆k+驻-1, si-1 >姿},令

转姿
k,驻 为 转姿

k,驻中的元素个数.
引理 5 摇 假设(A) (B)成立,考虑形如式(2)

(3)(5)的 MDL+方法,步长 琢k 通过 Wolfe 线搜索式

(6)和(7)计算得到,如果式(17)成立,则存在常数

姿>0,使得坌驻沂N*和任意指标集 k0,存在 k逸k0,

转姿
k,驻 > 驻

2 成立。

证明过程类似于文献[10]中引理 3郾 5 的证明.
下面是 MDL+方法的全局收敛性定理.
定理 2 摇 假设(A) (B)成立,考虑形如式(2)

(3)(5)的 MDL+共轭梯度法,线搜索 琢k 满足 Wolfe
线搜索,则有

lim inf
k寅肄

gk =0

证明摇 证明这个定理利用反证法. 如果 lim inf
k寅肄

gk >0,则式(18)一定成立,且引理 4 和引理 5 的

条件成立. 定义 滋 i =
di

di
,对任意指标 l,k 且 l逸k,有

xl - xk-1 = 移
l

i =k
xi - xi-1 = 移

l

i =k
琢i-1di-1 = 移

l

i =k
滋i-1 si-1 =

移
l

i = k
si -1 滋 k-1 + 移

l

i = k
si -1 (滋 i -1 - 滋 k-1) (26)

由式(26), 滋 i =1 和式(8),有

移
l

i = k
si -1 臆 xl - xk-1 + 移

l

i = k
si -1 滋 i -1 - 滋 k-1 臆

2B + 移
l

i = k
si -1 滋 i -1 - 滋 k-1 (27)

让引理 5 中的 姿>0,且定义 驻:= 8注
姿 是不小于

8注
姿 的最小整数. 根据引理 4,可以找到这样的一个指

标 k0逸1,式(28)成立.

移
l逸ko

滋 i -1 - 滋 k-1
2 臆 1

4驻 (28)

对于这样的 驻 和 k0,引理 5 给出了一个指标

k逸k0,有

转姿
k,驻 > 驻

2 (29)

对于任何指数 i沂[ k, k +驻 - 1],由 Cauchy -
Schwartz 不等式和式(28),有

滋 i - 滋 k-1 臆 移
i

j = k
滋 j - 滋 j -1 臆

( i - k + 1)
1
2 (移

i

j = k
滋 j - 滋 j -1

2)
1
2 臆

驻
1
2 1

4( )驻

1
2
= 1

2 (30)

从这些关系式(29)和式(30)中,取式(27)中

的l= k+驻-1,得到:

2注 逸 1
2 移

k+驻-1

i = k
si -1 > 姿

2 转姿
k,驻 > 姿驻

4

因此 驻<8注姿 与 驻 的定义矛盾,证明完成.

3摇 结束语

本文针对大规模无约束最优化问题,在 DL
共轭梯度方法的基础上提出了改进的 DL 方法即

MDL 共轭梯度法 . MDL 共轭梯度法具有一个很

好的性质,即不依赖于任何线搜索就可满足充分

下降性,同时在 Wolfe 线搜索条件下对一般函数

具有全局收敛性,理论上相对于 DL 方法有了很

大的进步 . 本文主要思想是利用两项共轭梯度法

去逼近三项共轭梯度法来获取 DL 方法里面参数

t 的最优选择 . 文献[11]是通过改进 DL 方法里

面的
gT

k yk-1

dT
k-1 yk-1

,得到 NVLS*DL 方法,与本文有着本

质的区别 .
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A Class of DL Conjugate Gradient Method with Sufficient Descent

XIE Li
(College of Mathematical Science, Chongqing Normal University, Chongqing 401331,China)

Abstract:For unconstrained optimization problems, the improved HS three-term conjugate gradient method is
approximated by the two - term conjugate gradient method DL method, and the improved DL conjugate gradient
method MDL conjugate gradient method is proposed. Compared with DL conjugate gradient method, this method
has a better property, that is, the search direction of the conjugate gradient method can satisfy sufficient descent
condition without relying on any line search. It is theoretically proved that the method has global convergence for
general functions under Wolfe line search condition.

Key words:conjugate gradient method; Wolfe line search; sufficient descent property; global convergence
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