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贝叶斯统计字由先验分布加选择方法新探

李 勇，孙 荣

(重庆工商大学 数学与统计学院，重庆400067)

    摘 要:在一个参数的可选先验分布类中选择一个合理先验的问题，类似于从参数空间中佑计一个恰
当参数的问题。因此，可利用贝叶斯分析的后脸分布理论，先求出参数的后验分布，再根据后验分布中各个
先验的相对似然选取似然最大的先验为合理先验，从而建立一个基于参数的后验分布的先验选择方法，它
也是ML一n先验的一个拓广。
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Research into method selection of Bayesian Prior distribution
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    Abstract; Selecting a reasonable prior density in a series of selectable prior distributions of a parameter加similar to estimating a

suitable parameter from parameter space. From this point, posterior distribution of Bayesian analysis can be used to solve posterior

distribution of a parameter, then reasonable prior of maximum likelihood can be selected by depending on the relative likelihood of each

prior of posterior distribution, a prior selection method of posterior distribution based on parameters is established. This method also

extends ML一II prior.
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    贝叶斯统计学与经典统计学的主要分歧就在 择一个合理先验的间题，与在参数空间中估计一个

于先验分布的问题。其中先验分布的确定与选择 恰当参数的问题类似，并提出了一个基于先验的后

是贝叶斯统计学首要的基本问题。对于先验分布 验分布的选择方法。本文在此基础上，进一步提出

的确定方法，已经有很多学者的研究成果。但所有 了一个基于参数的贝叶斯先验选择方法。其基本

这些确定先验分布的方法都只是提供了求先验分 思路是:设X-f(zlo),Br)，参数B的可选先验族
布的手段，而对于先验分布的合理性和准确性缺少 r={二:二。(B)为0的先验!。先由可选先验二‘(B)
合理选择评价体系。换句话说，对于同一个问题， 的先验分布拼(二‘)求出‘的先验;( 0)

T暴魏翼TIp79h蒸篙嘿臀   ,-PT NT LH ce}TRn5"craft*d,U4,Vl9-̂Iplim,Wl)(fAIT%'     }(}')}}，再结合数据·求出参”“的”验分“
先验分布可供选择时，应该选择哪一个更加合理? 二(91z),最后根据参数B的后验分布二(夕}劝中各
这就是先验分布的选择问题。 个先验二、(B)的相对似然选取似然最大的先验为合

    对于这一问题，笔者在已发表文章(参考文献 理先验。这样建立的先验选择方法称为基于参数

[11,[21,[3])中阐述了一个观点:在先验类中选 的贝叶斯先验选择方法。
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    一、参数的后验分布计算方法

    定理1:设X -f(x10),6二0，参数0的可选先

验族r=!二‘:a;(0)为。的先验}，对应的后验分布
为二‘(01x)，相应的边缘分布为m(xla;) ,7r;(0)的

先验分布为w(二‘)。令二(0)=艺 /.L(lr+) 0ri作为参

数0的先验密度，相应边缘分布为m(xl二)，则参数

0的后验分布为:

,r(0 I二)=一」一 S二(二)m(xl二)二(01:、
                爪气xi介)几-

    二，9.aa._、_立业上红-匕匕

              厂x 10) 7r(0) d0
                                            0

            。lu(or:)m(x I二) ((二}0) or

                  一r 协 l劣 I介 ) 理汀 。t。、_ ，。、J力

                          )、 x’a)ar;kv)
                                                                0

      二目一1  .一  Su(二)m,(x I，)二(01:)
                爪l劣I万)一子

    推论:e的可选先验r二}二:(0)，ors ( 0)}，对

应的后验分布为，,(0l劝，二:(01x)，其边缘分布分

别为。(xlor,),m(二Iv,) 。又选择二，、二:的先验概

率为Al 1/i:，且A] +A2=1，取B的先验为7T (的二

A,Ir.(0)+P27r2佃)，其边缘分布为。(二I二)，则e

的后验分布为[4]:石佃I二)二A(x)7r,柑Ix)+[1一A

(x ) ] 7r2 ( B I二)，其中A (x) =

1+ P, m ( x 17x2 )[1N,m(xl7r,)}一’，;!·*二，。

IL, m ( x 17r, )
  m(xl二)

证明:由定理1得:

，(B{x)二

  Isym(x 17r2 )

IL,m(xl二。)
  m(xl二)

二，(01x)+

(BI二)

Aim(二I 'r, )

  爪(二1介)
二，(BI二)+[1-

A,-( x 17r, ):
  了厂下一下一」爪 lal%尹
  m、xi介少

=A(二)7r, (9l二)+[1一A(二)17rz
(Blx)

*(小IZ,m(x17r,立二f，十些婴华)卫终1一’'Al
            爪}xi分) L 拼inelxl介1)  1

+P,二1，故得证。
68

    二、先验的选择方法

    由定理1:利用似然原理，可以建立基于参数的

后验分布的先验选择方法。首先给出(贝叶斯)极

大似然的先验选择原理:设X-f(xI的,B二口，参数

e的可选先验族r二I 'rri :7r, ( B)为e的先验I ,7r.(0)

的先验分布为W(二)IM(xIir;)是，‘的似然函数。
则在数据z下的一个合理先验就是选取似然程度与

先验乘积川二)二(川二‘)最大的那个先验。

    定义1:设X-f(x[B),Be)，参数B的可选先
验族r引二‘:二‘(6)为B的先验}，对应的后验分布

为二‘(BI二)，相应的边缘分布为、(XI二)，二(B)的

先验分布为二(二‘)。令二(e) =乏二(二‘)二作为参

数B的先验分布，相应边缘分布为m(xl二)，且参数

“的后验分布“a(01小 1M(x I 1T). }Fi(犷‘，矶‘!
1二‘)二(al二)。若存在，o(8) er，使得二。(e)二

臀IEe(a1)m(xla,) I，则称先验ir.(0)为r中的贝
叶斯似然合理先验。

    定理2:设参数e的可选先验族r二I二:二‘(的

为口的先验}，二(e)的先验分布为拼(二‘)为均匀分
布。则r中的贝叶斯似然合理先验就是ML一II

先验。

    证明:由于井(，‘)为均匀分布，则贝叶斯似然

合理先验ao(B)二黔纤Ili('T1)m(XI7r,)}二“(，‘)
max{f爪(:!二‘)}。

  显然，irn(0)的最值与max {-r爪(-I7r,)}最值一
致，而后者正是ML一II先验。故得证。

    从上面定理可以看出，用ML - II先验方法来选

择先验，只限于对可选先验本身就是合理的，且对
其选择的主观概率大体相近时，才能得出较好的选

择。并不能反映选择者的主观信息。而从本文建

立的选择方法来看，选择合理先验还与对可选先验

正确性的主观概率有关。同时也说明月忆一77先验
选择方法是本文所建立的方法的特殊情形。

    三、实例应用

    例1:设X-N佃,1),0二日二(一.，+二)。参

数。的先验分布的中位数为0,4分位数(即1/4分
位点与3/4分位点)为一1和1，且参数的先验分布

仅限于正态和柯西分布。查表可得参数0的可选先

验r=!二‘，，，}，其中二*二N(0,2.19)，二。二c(o,

1)(柯西分布)。下面结合样本数据:，根据不同情
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况对参数的两个可A先验I or"，，}作出合理选择。
    (1)根据机 一n先验法选择合理先验n

    {2设选择7T. ,‘ 的先验分布为{N-( xr, ) .ix

(‘)!，其中lt(-,) -Pt,A(irn) =P"。求贝叶斯似
然合理先验。

    解:(1)设洋本数据为x,其边缘分布分别为。

(zIir,) =N(0,3. 19)，

m(x，二卜厂.1{一2 (x一、 1(1 ++6 )dl
下表给出各种二的。(xI7rV},m(xlpr,)值:

x 0          4.5        6.0        10

协(万!‘ )

.(二I ar} )

0.22 众 0珍3

众21 住0180

0. 00079  3.sx1o一

0.00940   0.0032

    显然，当:较小时，数据对二者的支持度差不

多;当二较大时，二。为ML-11先验。
    (2)可得a的先验分布为二(a)二A(Ir刃二，

(a) +P,(lr,)二。{ a)，由推论1得其后验分布为:二(e

1:)二A(二)二、(01:)+[1一d(二)〕二。(01:)，其

中*(二)二[;十p,m(x I a,)一，。若Elf-男1 r,)》
                Pxm吃，1介，)J Pxmtxiorxl

，，有*、二)<合，则贝叶斯似然合理先验应为二。

然合理先验正是ML- II先验。
    从例1可知，在选择合理先验的过程中，恰当的

先验信息与数据信息的有机结合川闪，可以得出有
效的先验选择。这比只利用样本信息作出选择〔即
利用ML一江先验选择)要合理些，因为按贝叶斯似

然合理先验的选择反映了选择者对被选择先验的

主观信息。但是，也可以得出，即是对料(二、)赋予
较大的先验，当样本数据二增大后(xr6)，后验值

对它仍不利。也就是在选择似然合理先验中，样本

数据的信息占主导地位。而且当样本信息足够多
时，两种似然选择标准的结果完全一致;在缺乏样

本信息的情况下，先验信息的地位就显露出来，这

时此处的方法就明显的优于ML一(C先验选择方法。

    贝叶斯理论中先验分布的确定，是利用贝叶斯

方法的关键。能够选出合理的先验分布，对于问题
解决至关重要。本文在参考文献I11.[21、仁31的

基础上，建立了基于参数的后验分布的先验选择方
法，它对ML一皿先验选择方法有一定的拓展，它更

好地体现了选择者的主观信息，更具有先验选择的

合理性。对应用贝叶斯方法解决实际问题，提供了
一定的有效手段。

若Px=0.3,P。=0.7，得:

0 东5 丘0

Pnm(xl7r,)

P.-(xltr,)

0.066

0.147

0.00279  0.000237 1临x10.

0.01260  0.006580 0.00224

若Px二0.7,P, =0. 3,得:

0      4.5

P�m(xl介，)

P,m(xlv,)

0,154

0.063

0.0065

0.00540

众仪70553 2.巧X10-1

0.002820  0.00096

参考文献:

「门李勇基于参数的贝叶斯先脸选择方法〔J」，西南师范大

    学学报(自然补学版),2007,32(2),1.2.

(23李勇.墓于先脸的贝叶斯先验选择方洛〔月重庆工商大

    学学报(A fk科!J̀7.) ,2006,23 (6) 1548.550.

[33李勇，易文德.贝叶斯分析中先验分布优选的方法[J3-

  渝西学茂学很(自络科学版)，2。巧,4(4):5-7.

[41 Berg- J众 Statistical IIoeision Theory end Bayesian

  Anal州吐M), New York: Springer-Verlag, 1985.

仁划Basu S. Posterior seisitivity to the sampling distribution and

  the prior: more then。 observation [ J ]. Amt Imn Statist

    Math, 1999,51(3):499.513.

砚贵任编校;夏 冬1

若选择‘与，。的主观概率一样，则贝叶斯似
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