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摘　 要:神经网络属于复杂网络,因其可以描述各种真实的系统受到了大量学者的研究,而稳定性一直

是复杂网络的重要问题,研究了一类脉冲神经网络的指数稳定性;建立一个含有分布时滞和脉冲的变系数广

义 Halanay 不等式,它有 3 个特点:含有脉冲,可以用来证明不连续系统的稳定性;系数为变系数,对不等式

的系数要求更为宽松,应用更加广泛;时滞为分布时滞;利用新建立的广义 Halanay 不等式,结合 Banach 不

动点理论,建立简单的 Lyapunov 函数,得到了使脉冲神经网络周期解的存在性和指数稳定性的充分条件,说
明了在满足条件时,脉冲时滞神经网络存在惟一周期解,并且周期解指数稳定。
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0　 前　 言

神经网络属于复杂网络,因其能够描述各种真

实的系统而受到了大量学者研究, 从 Gohe 和

Grossberg 提出 Gohe-Grossberg 神经网络系统以来,

稳定性一直是复杂网络的重要问题,神经网络通常

用微分方程进行建模,而 Halanay 不等式是研究系

统稳定性的重要不等式。

由于神经网络是多样性的,研究其稳定性或者

同步性时,采用的不等式存在差异。 传统的 Halanay

不等式已不能满足需求,许多学者对 Halanay 不等

式及其广义形式[1-5] 进行了研究,得到了许多有用

的结论[6-9] 。

Halanay 在 1966 年 首 次 提 出 Halanay 不 等

式[1] :对于 τ > 0,若一个标量函数 f ( t) > 0 满足

f ′( t)≤-αf( t) +β sup
s∈[ t-τ,t]

f( s),t≥t0,α>β>0,

则存在 γ>0,K>0 使得

f( t)≤Ke-γ( t-t0) ,t≥t0

传统的 Halanay 不等式系数为常数,要求衰减

因子必须时刻大于增长因子,Liu
 

Bo 在文献[4]将

其系数推广为变量

D+x( t)≤-a( t)x( t) +b( t) sup
0≤s≤τ

x( t-s),t≥t0

D+表示 Dini 导数,a( t),b( t)是一般标量函数,

当 τ 较小时,可以从时间平均函数条件导出其解渐

进稳定性,不用时刻满足衰减因子大于增长因子。

Lin
 

Yusen 在文献 [ 4] 的基础上加入脉冲因

素[10]

D+u(t)≤-α(t)u(t)+β(t)u(t-τ),t≥t0,t≠tk

u(tk)≤pku(tk
- ),k∈N

u(t0 +s)≤φ(s),s∈[-τ,0]

ì

î

í

ï
ï

ï
ï
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得到的不等式可以用于不连续的系统的稳定性

证明。 上述工作最后的结论均与时滞的取值大小有

关系。

由于信息传播时存在多种路径,沿着这些传播

路径会产生不同的现象,时滞不能用瞬时或者离散

来描述,因此出现了一种更为合适的时滞类型———

连续的分布时滞[11] 。 同时,在物理,电子学,信息科

学等领域中,信息的传递会在某一时刻由于环境或

者其他因素突然发生变化,导致系统的状态发生变

化,产生脉冲效应[12] 。 文章均没有研究不等式同时

含有变系数,脉冲以及分布时滞型的情形,故将

Halanay 不等式的时滞推广为分布时滞,常系数推广

为变系数,并加入脉冲因素,研究了脉冲分布时滞神

经网络系统周期解的稳定性问题。

考虑如下脉冲分布时滞微分不等式形式

D+x(t)≤-α(t)x(t)+β(t)∫ t
t-τx(s)ds,t≥t0,t≠tk

x(tk)≤pkx(tk
-),k∈N

x(t0+s)≤φ(s),s∈[-τ,0]

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

利用常数变异法对不等式进行证明,证明不等

式的关键在于确定适当的指数。 由于影响因素包含

分布时滞,脉冲,变系数,不便使用传统的反证法,故

文章将指数的取值和系数周期性结合起来。 分布时

滞,脉冲,变系数满足下文假设 A(1),得到的指数

和时滞脉冲,变系数均有关系。 不分别考虑每一个

因素的影响,而是考虑整体的影响。

神经网络是多样性的,研究其稳定性或同步性

时,采用的方式存在差异。 文献[14]利用微分积分

型不等式证明了时滞神经网络系统的全局稳定性,

文献[15]利用含有离散时滞和脉冲类型的不等式

证明了转换系统的稳定性,均利用不等式证明系统

的稳定性。 使用新建立的含有分布时滞和脉冲的变

系数广义 Halanay 不等式证明脉冲时滞方程的指数

稳定性,利用广义 Halanay 不等式和 Banach 不动点

理论,建立简单的 Lyapunov 函数,得到了使脉冲神

经网络系统周期解的存在性和指数稳定性的充分条

件,具有较强的实用性。

1　 预备知识

在这一节中,为了证明广义的 Halanay 不等式,

给出表示方法。

C(X,Y)表示从拓扑空间 X 到拓扑空间 Y 的连

续映射。 PC(J,H)= {ψ( t):J→H},ψ( t)在可数个

点( s∈J) 外是连续的,s∈J 时左右极限存在且相

等。 J⊂R 是间隔的集合,H 是一个完备的度量空

间。 特别的,PCPC([ -τ,0],Rn])。

考虑下列含有脉冲和分布时滞的微分不等式

D+x(t)≤-α(t)x(t)+β(t)∫ t
t-τx(s)ds,t≥t0,t≠tk

x(tk)≤pkx(tk
-),k∈N

x(t0+s)≤φ(s),s∈[-τ,0]

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

x( t) ≥0 在 t≥ t0 是连续函数,φ∈PC,α( t),

β( t)≥0
 

是周期为 T 的周期函数,对于任意的 k∈

N,存在 q 使得 tk+q = tk+T,pk+q = pk,pk 是正常数。

2　 主要结果

给出下列假设

A(1)　 ( ∏pk
t0≤tk≤t0+t

)e
-∫t0+τ+Tt0+τ

ζ( r)dr

= η < 1

ζ(r) = α(r) - β(r)e∫rr-τα(h)dh
(∏pk
r-τ≤tk≤r

)
-1

,r ≥ t0 + τ

接下来,提出引理 1 并对引理 1 进行证明。

引理 1　 对于任意 0<ε<1,x( t)是下列微分方

程的一个解

D+x(t)= -α(t)x(t)+β(t)∫ t
t-τx(s)ds+ε,t≥t0,t≠tk

x(tk)= pkx(tk
-),k∈N

x(t0+s)= φ(s),s∈[-τ,0]

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(1)

x( t) ≥0 在 t≥ t0 是连续函数,φ∈PC,α( t),

β( t)≥0,pk,τ 满足 A(1)的条件,则存在于独立于

的常数 ε,λ= lnη
T

,K1,G1,使得当 t≥t0
 时

x( t)≤K1([φ] τ+ε)eλ( t-t0) +εG1

97
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其中,[φ] τ = sup
-τ≤s≤0

|φ( s) | 。

证明　 采用常数变异法,当 t>t∗≥t0 时

x( t) = W1( t,t∗)x( t∗) +

∫t

t∗
W1( s,t)β( s)∫s

s-τ
x( r)drds +

ε∫t

t∗
W1( s,t)ds

其中, W1( s,t) = (∏pk
s≤tk≤t

)e
-∫tsα( r)dr

,t0 ≤ s ≤ t 。

因为 x( t)≥0,β( t)≥0,t≥t0

当 t>t∗≥t0 时,x( t)≥W1( t∗,t)x( t∗)

当 t≥t0 +τ 时,x( t)≥W1( t-τ,t)x( t-τ)

则 x( t)≤W1
-1( t-τ,t)x( t-τ)

从式(1)可知

D + x( t) ≤- [α( t)x( t) -

β( t)∫t

t -τ
W -1( r,t)dr]x( t) + ε,t ≥ t0,t ≠ t

x( tk) = pkx( tk
- ),k ∈ N

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

利用 Grownwall 不等式,当 t≥t0 +τ

x(t) ≤ W2(t0 + τ,t)x(t0 + τ) + ε∫t

t0+τ
W2(s,t)ds

(2)

其中

W2( s,t) = (∏pk
s≤tk≤t

)e
-∫ts[α( r) -β( r)∫rr-τW1

-1(ξ,r)dξ]dr
 

=

(∏pk
s≤tk≤t

)e
-∫tsζ( r)dr

,t0 + τ ≤ s ≤ t

由式(2)可知

x( t + τ) =∫t0+τ

t0
W1( s,t0 + τ)β( s)∫s

s-τ
x( r)drds +

　 W1( t0,t0 + τ)x( t0) + ε∫t0+τ

t0
W1( s,t0 + τ)ds ≤

　 [W1(t0,t0 + τ) + τ∫t0+τ

t0
W1(s,t0 + τ)β(s)ds][φ]τ +

　 ε∫t0+τ

t0
W1( s,t0 + τ)ds ≤ [W2( t0,t0 + τ) +

　 τ∫t0+τ

t0
W1( s,t0 + τ)β( s)ds][φ] τ

 +

　 ε∫t0+τ

t0
W1( s,t0 + τ)ds

结合式(2)当 t≥t0 +τ

x( t) ≤ MW2( t0,t)([φ] τ + ε) +

ε∫t

t0+τ
W2( s,t)ds (3)

其中

M = 1 + W2
-1( t0,t0 + τ)∫t0+τ

t0
W1( s,t0 +

τ)(β( s) + 1)ds

对于 t∈[ t0 +nT,t0 +(n+1)T],n= 0,1,2,…

由式(3)结合式 A(1)可得:

x(t)≤M([φ]τ+ε)[W2(t0,t0+T)]nW2(t0+nT,t) +

ε∫t

t0+τ
W2( s,t)ds = M([φ] τ +

ε)ηnW2( t0,t - nT) + ε∫t

t0+τ
W2( s,t)ds

令 λ= lnη
T

<0,则

x( t) ≤ M([φ] τ + ε)enλTW2( t0,t - nT) +

ε∫t

t0+τ
W2( s,t)ds ≤

　 　 M([φ]τ+ε)enλTeλ(t-t0-nT) e-λTW2(t0,t-nT) +

ε∫t

t0+τ
W2( s,t)ds ≤

　 　 K([φ] τ+ε)eλ( t-t0) +ε∫ t
t0+τW2( s,t)ds (4)

其中,K=Me-λT max
t∈[ t0,t0+T)

W2( t0,t)。

当 t∈[t0+τ+nT,t0+τ+(n+1)T],n=0,1,2,…
 

时

∫t

t0+τ
W2( s,t)ds =∫t

t0+τ
(∏pk

s≤tk≤t
)e

-∫tsζ( r)dr
ds

 

=

( ∏pk
t0≤tk≤t0+T

e
-∫t0+τ+Tt0+τ

ζ( r)dr

)
n-1∫t0+τ+T

t0+τ
∏pk

s≤tk≤t +τ+T
×

∏pk
t+τ+nT≤tk≤t

e
-∫ts+(n-1)T

ζ( r)dr
ds +

( ∏pk
t0≤tk≤t0+T

e
-∫t0+τ+Tt0+τ

ζ( r)dr

)
n-2∫t0+τ+2T

t0+τ+T
∏pk

s≤tk≤t +τ+2T
×

∏pk
t+τ+nT≤tk≤t

e
-∫ts+(n-2)T

ζ( r)dr
ds + … +

 

08
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( ∏pk
t0≤tk≤t0+T

e
-∫t0+τ+Tt0+τ

ζ( r)dr

)∫t0+τ+(n-1)T

t0+τ+(n-2)T
  

∏pk
s≤tk≤t0+τ+(n-1)T

×

∏pk
t+τ+nT≤tk≤t

e
-∫ts+Tζ(r)dr

ds +∫t0+τ+nT

t0+τ+(n-1)T
 

∏pk
s≤tk≤t

e
-∫tsζ(r)dr

ds
 

+

∫t

t0+τ+nT
∏pk
s≤tk≤t

e
-∫tsζ( r)dr

ds ≤

(ηn-1 +ηn-2 +…+η+2)(B+1) 2θT: =G1 <∞
  

(5)

其中,θ= e-ωT,B= max
s,t∈[ t0,t0+T]

 

∏pk
s≤tk≤t

,

并且 ω = min
r∈[ t0+τ,t0+τ+T]

ζ ( r), 通过式 ( 4 ) 和式

(5)知,

当 t≥t0 +τ 时

x( t)≤K([φ] τ+ε)eλ( t-t0) +εG1

表明存在正数 K1,G1,独立于 ε,当 t≥t0

x( t)≤K1([φ] τ+ε)eλ( t-t0) +εG1

证毕。

引理 2　 令 0≤ri( t)≤τ,F( t,u,u-
1
,…,u-

m
):ℝ +

×ℝ ×ℝ ×…×ℝ

ìî íï ï ï ïm+1

→ℝ 在对于每个点( t,u,u- ,…,u- i-1,

u- i+1,…,u- m), i = 1,2,…,m 在 ui
-

处不增,且 Ik(u) =

ℝ →ℝ 在 u 上是不增,假设

u( t),v( t)∈PC[[ -τ,∞ ],ℝ ]满足

D+u( t)≤F( t,u( t),u( t-ri( t)),…

u( t-rm( t)),t≥t0,t≠tk

u( tk)≤Ik(u( tk
- )),k∈ℕ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

且

D+v( t) >F( t,u( t),u( t-r1( t)),…

u( t-rm( t)),t≥t0,t≠tk

v( tk)≤Ik(u( tk
- )),k∈ℕ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

则

u( t)≤v( t),t0 -τ≤t≤t0

即

u( t)≤v( t),t≥t0。

定理 1　 假设 A(1)成立,则存在常数 λ= lnη
T

<0

和 K>0,使得式(1)的解 x( t)满足对 t≥t0 时

x( t)≤K([φ] τ+ε)eλ( t-t0)

证明
 

根据引理 1 和引理 2,则存在独立于 ε 的

K1,G1 >0
 

,λ= lnη
T

<0,对 t≥t0

x( t)≤K1([φ] τ+ε)eλ( t-t0) +εG1

当 ε→0 时

x( t)≤K([φ] τ+ε)eλ( t-t0)

则结论成立。

3　 神经网络周期解的指数稳定性

神经网络属于复杂网络范畴,复杂网络可以描

述各种真实的系统,如生态系统,互联网,生物神经

网络,社会网络,生物分子网络等[16-18] ,而神经网络

的稳定性是研究神经网络的重要问题,因此大量学

者研究了神经网络系统的稳定性[19-20] ,常用的方法

分为两大类:构造 Lyapunov 泛函法( Lyapunov 直接

法, Lyapunov-krasovskii 方法,
 

Lyapunov-Razumikhin

方法)、矩阵及不等式法( Laselle 不变集、线性矩阵

不等式、微分不等式、积分不等式)。 文章采用的是

不等式法,避免了构造复杂的 Lyapunov 函数,只需

构造简单 Lyapunov 函数即可。 研究以下神经网络

的周期解的指数稳定性问题:

dyi(t)
dt

= - bi(t)yi(t) + ∑
n

j = 1
aij(t)fj(yj(t)) +

　 ∑
n

j = 1
cij(t)∫t

t-τ
gj(yj(s))ds + Ii(t),t ≥ t0,t ≠ tk

yi(tk) = ∑
n

j = 1
wk

ijyj(tk _),t = tk

yi(t0 + s) = φi(s), - τ ≤ s ≤ 0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(6)

f j(y j),g j( y j ) 满足了 Lipschitz 连续条件。 bi( t),aij

( t),cij( t),Ii( t)均是周期为 T 的周期函数,wk
ij 是一

个常数。 易得式(6)是一个周期系统。 并且

φ( t)= [φ1( s),…,φn( s)] T∈PC。

通过( t0,φ)的解为 y( t,t0,φ)或 yt( t0,φ),其中

yt( t0,φ)= y( t+s,t0,φ),-τ≤s≤0,t≥t0。 易知,系统

式(6)有唯一解 y( t,t0,φ)。 则系统式(6)可以被称

18
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为神经网络系统。 下面考虑这个神经网络的周期解

的存在惟一性,在此之前给出下列引理。

引理 3　 式(1)有周期解当且仅当存在 φ∈PC

满足

yt+T( t0,φ)= φ

定理 2 假设存在非负常数 Fj,Gj,j=1,…,n
 

使得

| f j(x) -f j(y) | ≤F j | x-y |

| g j(x) -g j(y) | ≤G j | x-y | ,∀x,y∈R

η( t),ξ( t)满足

( ∏pk
t0≤tk≤t0+T

)e
-∫t0+τ+Tt0

μ(r) -υ(r)e

∫rr-τμ(h)dh( ∏pk
r-τ≤tk≤r

) -1dr

= η < 1

其中, μ(t) = min
1≤i≤n

(bi(t) - ∑
n

j = 1
aij(t) | Fi)

 

ν(t) =

max
1≤i≤n

∑
n

j = 1
cij(t) | Gi,W1(s,t) = e

-∫tsμ(r)dr
,t0 ≤ s ≤ t ,

pk = max
1≤i≤n

∑
n

j = 1
| wij

k′ |( ) 。

则式(6)有惟一全局稳定周期解。

证明　 令 φ,φ∈PC,x( t),y( t)是上述系统通

过初值( t0,φ)和( t0,φ)的解,则有

dyi(t)
dt

= - bi(t)yi(t) + ∑
n

j = 1
aij(t)fj(yj(t)) +

　 ∑
n

j = 1
cij(t)∫t

t-τ
gj(yj(s))ds + Ii(t),t ≥ t0,t ≠ tk

dxi(t)
dt

= - bi(t)xi(t) + ∑
n

j = 1
aij(t)fj(xj(t)) +

　 ∑
n

j = 1
cij(t)∫t

t-τ
gj(xj(s))ds + Ii(t),t ≥ t0,t ≠ tk

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

定义　 u( t) = ∑
n

i = 1
| xi( t) - yi( t) |

du( t) = ∑
n

i = 1
sgnxi( t) - yi( t)(xi( t) - yi( t)) ′ =

∑
n

i = 1
sgn(xi(t) - yi(t))(- bi(t)(xi(t) -

yi(t)) + ∑
n

j = 1
aij(t)(fj(xj(t)) - (fj(yj(t))) +

∑
n

j = 1
cij(t)∫t

t-τ
(gj(xj(s)) - gj(yj(s)))ds ≤-

∑
n

i = 1
bi(t) | xi(t) - yi(t) | +

∑
n

i = 1
∑

n

j = 1
aij(t) | Fj | xi(t) - yi(y) | +

∑
n

i = 1
∑

n

j = 1
cij(t) | Gj∫t

t-τ
| xi(s) - yi(s) | ds ≤

-min
1≤i≤n

(bi(t) - ∑
n

j = 1
aij(t) | Fi)u(t) +

max
1≤i≤n

∑
n

j = 1
cij(t) | Gi∫t

t-τ
u(s)ds

当 t= tk 时

u( tk) = ∑
n

i = 1
xi( tk) - yi( tk) |

 

=

∑
n

i = 1
∑

n

j = 1
wk

ij(x j( tk
- ) - y j( tk

- )) | ≤

max
1≤i≤n

(∑
n

i = 1
| w ij

k | u( tk
- ) | )

由引理 1、引理 2 和定理 1 可得

u( t)≤Keλ( t-t0) ,t≥t0,λ<0

定义算子 F:PC t0
→PC t0+T 有 Fφ= yt0+T,φ∈PC t0

由周期性可知 PC t0
=PC t0+T,即 F 将 PC t0

映射到

自身。 进一步可知,式(6)的存在惟一解

F∗φ= xt0+kT( t,φ),k∈ℕ

由于 u( t)≤Keλ( t-t0) ,t≥t0 则

| |Fmφ-Fmφ | | = | | yt0+mT( t0,φ) -xt0+mT( t0,φ) | |

其中,m∈N,0<l<n,则 Fm 是 Banach 空间的一个压

缩映射 PC t0
,因此根据 Banach 空间中的不动点定

理,Fm 正好有一个不动点,因此根据不动点的惟一

性知 Fφ∗ =φ∗,u( t)≤Keλ( t-t0) ,t≥t0。

结合引理 3 可得式(6)的一个全局指数稳定周

期解 x( t,t0,φ∗),证毕。

4　 结束语

建立了一个新的具有脉冲和分布时滞的变系数

广义 Halanay 不等式,分析了神经网络系统式(1)的

稳定性,由分析结果可知式(1)的周期解指数稳定。

分布时滞在应用中十分广泛,例如生态系统中捕食

者和被捕食者的关系不仅跟过去某一时刻有关系,

而且跟过去某一段时间有关系,分布时滞可以很好
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描述这一现象。 此外,将常系数改为变系数克服了

系数为常量时衰减因子必须时刻大于增长因子的

弊端。

神经网络系统可以描述各种真实的系统。 例

如:生态神经网络,互联网,社会网络等等。 而系统

的稳定性关系到一个系统性能的好坏,建立广义

Halanay 不等式可以用于各种系统的稳定性分析。

各类广义 Halanay 不等式最后的结论都依赖于时

滞,若能证明 Halanay 不等式最后的结论不依赖于

时滞,则将是一个更优的结论。
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Exponential
 

Stability
 

of
 

Periodic
 

Solutions
 

of
 

Time-delay
 

Impulsive
 

Equations
 

with
 

Variable
 

Coefficients

LEI
 

Ting,
 

ZHU
 

Shuang
(School

 

of
 

Mathematics,
 

Southwest
 

Jiaotong
 

University,
 

Chengdu
 

610031,
 

China)

Abstract:
 

Neural
 

network
 

belongs
 

to
 

complex
 

network,
 

which
 

is
 

studied
 

by
 

many
 

scholars
 

because
 

it
 

can
 

describe
 

all
 

kinds
 

of
 

real
 

systems. Stability
 

is
 

always
 

an
 

important
 

problem
 

of
 

complex
 

network. This
 

paper
 

studies
 

exponential
 

stability
 

of
 

a
 

class
 

of
 

impulsive
 

neural
 

network. In
 

this
 

paper,
 

we
 

establish
 

a
 

generalized
 

Halanay
 

inequality
 

with
 

variable
 

coefficient
 

with
 

distributed
 

delay
 

and
 

impulse. The
 

inequality
 

has
 

three
 

characteristics:it
 

can
 

prove
 

the
 

stability
 

of
 

discontinuous
 

systems
 

with
 

impulse;the
 

coefficient
 

is
 

variable
 

coefficient,
 

and
 

the
 

requirement
 

for
 

the
 

coefficient
 

of
 

inequality
 

is
 

more
 

relaxed,
 

which
 

is
 

more
 

widely
 

used;time
 

delay
 

is
 

distributed
 

time
 

delay. By
 

using
 

the
 

new
 

generalized
 

Halanay
 

inequality
 

and
 

Banach
 

fixed
 

point
 

theory,
 

a
 

simple
 

Lyapunov
 

function
 

is
 

established,
 

and
 

a
 

sufficient
 

condition
 

is
 

obtained
 

for
 

the
 

existence
 

and
 

exponential
 

stability
 

of
 

periodic
 

solutions
 

of
 

impulsive
 

neural
 

networks. It
 

is
 

shown
 

that
 

when
 

the
 

condition
 

is
 

satisfied,
 

the
 

impulsive
 

delay
 

neural
 

networks
 

have
 

unique
 

periodic
 

solutions
 

and
 

the
 

periodic
 

solutions
 

are
 

exponentially
 

stable.

Key
 

words:
 

distributed
 

delays;
 

impulsive;
 

Halanay
 

inequality;
 

periodic
 

solution
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