
第 38 卷第 2 期

Vol郾 38摇 No郾 2
重庆工商大学学报(自然科学版)

J Chongqing Technol & Business Univ(Nat Sci Ed)

2021 年 4 月

Apr郾 2021

doi:10郾 16055 / j郾 issn郾 1672-058X郾 2021郾 0002郾 006

球带上 LAPLACE 算子第一特征值的一些性质*

吕摇 康, 黄振友
(南京理工大学 理学院,南京 210094

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇 摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

)

摇 摇 收稿日期:2020-04-15;修回日期:2020-05-18.

摇*基金项目:国家自然科学基金(11871031 / A010602).

作者简介:吕康(1996—),男,安徽淮南人,硕士研究生,从事微分算子谱理论研究.

摘摇 要:Laplace 算子特征值的研究在物理上有着重要的应用,它与粒子在力场中运动时所具有的能级

有密切关系,根据最大-最小原理,可以对特征值进行理论上的表示;针对三维欧式空间单位球的球带上具

有 Robin 型边条件的 Laplace 算子的特征值问题,先利用 Courant 节点域定理和最大-最小原理,求出了第一

特征值的理论表示; 然后利用此表示,证明了球带在关于赤道对称时第一特征值最大(球带面积固定); 且

若球带的面积小于等于 2 仔,有当球带向赤道靠近时,第一特征值会严格增加的结果。
关键词:Sturm-Liouville 方程; Laplace 算子; 第一特征值
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0摇 引摇 言

考虑

驻u+姿u=0 (1)
u=0,坌x沂鄣赘 (2)

其中,赘 为三维欧氏空间单位球上的球带,赘 = { x:
孜臆渍臆浊,0臆兹臆2仔}。 上述问题有可数个单调递增

的特征值满足:
0<姿1<姿2臆…臆姿n臆…

且 姿n寅肄(n寅肄)(称 姿1 为第一特征值或最小特征

值)。 由最大-最小原理,对于比较靠前的特征值相

对来说更容易处理。 尤其是 姿1,姿2,它们与粒子在

某一场中运动所具有的能级有关[1]。 SHEN 和

SHIEH[2]得到当 赘 的面积不变,孜 逐渐增加时式(1)
(2)的最小特征值严格增加的结果,且当 赘 关于赤

道平面对称时达到最大;SHIEH[3] 得到当 赘 面积在

小于等于 2仔 时,第二特征值也在它关于赤道平面

对称的时候最大(但是这里并没有得到单调性);
RAMM 和 SHIVAKUMAR[4]考虑 赘=D1(0)Dr(h),其
中 0<r<1,Dr(h)= {(x,y):(x-h) 2+y2臆r2},得到当

0<h<1-r 时,姿1 关于 h 单调减,SHIEH[5]将文献[4]
的结果推广到三维情形,得到类似的结论。

考虑

驻u+姿u=0
鄣u
鄣淄+滓u=0,坌x沂鄣{ 赘

(3)

其中 滓>0,淄 是鄣赘 的单位外法向量。 利用最大-最
小原理,证明了当 赘 的面积固定时,式(3)的第一特

征值在 赘 关于赤道平面对称的时候最大[6-10]; 其

次,如果它的面积小于等于 2 仔,则第一特征值 姿1

关于 孜 有单调性,即 赘 越靠近赤道,第一特征值越大;
最后,说明了文献[2]的结果可以推广到高维上去。

1摇 主要结果和证明

假设 赘 的面积为 S = 2仔A,考虑当 A 固定,随着

孜 的增加,式(3)的第一特征值 姿1 的变化趋势是怎

样的。 对于式(3)中的 Robin 型边条件,不难得到它

实际上等价于

鄣u
鄣渍 渍=孜-滓u=0,鄣u鄣渍 渍=浊+滓u=0 (4)
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用分离变量法,令 u = f(渍) g( 兹),由式(3)及

(4)得
g义(兹)+c2g(兹)= 0

g( j)(0)= g( j)(2仔),j=0,1 (5)

f义(渍)+cot渍f忆(渍)+ 姿- c2

sin2
æ

è
ç

ö

ø
÷

渍 f(渍)= 0 (6)

f忆(孜)-滓f(孜)= f忆(浊)+滓f(浊)= 0 (7)
式(5)的解显然是清楚的,考虑式(6) (7)。 对

于经典的 Sturm - Liouville 方程, 特征值可以用

Rayleigh 商表达出来,因此需要将式(6)作变换,使
它呈经典的 Sturm-Liouville 方程形式。

引理 1摇 对于形如

y义+py忆+qy+姿y=0,y(0)= y(1)
的方程,若 p沂L[0,1],则可以通过适当变换将其变

换为经典的 Sturm - Liouville 方程的形式,即形如

DpDy+qy+姿y=0,y(0)= y( l)的方程。
证明摇 作变换:

f( z) = y(x),z(x) = 乙x
0
e乙

s

0
p( t)dtds

令 l: = z(1) = 乙1
0
e乙

s

0
p( t)dtds ,有

d
dz{ f忆( z)e

2乙x0p( t)dt} + q( z) f( z) + 姿f( z) = 0

f(0) = f( l) = 0
可得证。

根据引理 1,可以将式(6)变为想要的形式。 作

变换:

x = 乙渍
孜
sin tdt = cos 孜 - cos渍

h(x) = f(渍)
则有

d
dx{sin

2渍h忆(x)}+ 姿- c2

sin2
æ

è
ç

ö

ø
÷

渍 h(x)= 0 (8)

sin 孜h忆(0)-滓h(0)= sin浊h忆(A)+滓h(A)= 0 (9)
由 Courant 节点域定理不难得到当 c2 = 0 时,对

应的式(6) (7)的最小特征值是式(3)的第一特征

值,即

姿1(孜) = inf
h沂W12(0,A)

{乙A
0
sin2渍h忆2(x)dx +

滓sin 孜h2(0) + 滓sin浊h2(A)}

令 a=arccos Aæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,当 孜 = a 时,赘 关于赤道对称,

则 sin浊=sin 孜=sina。 设式(8)(9)对应于 姿1 的规范

化特征向量是 h0 ( x),不难得到它关于 x = A
2 对

称,令

H(孜) =

乙A
0
sin2渍h忆20(x)dx + 滓sin 孜h2

0(0) + 滓sin浊h2
0(A)

因此有 姿1臆H(孜),H(a)= 姿1(a)。 猜想当 赘 关于赤

道对称的时候,姿1 达到最大值。 为了得到这个结

果,比较直观的想法是比较 H( 孜)和 H(a)的关系。
于是便有下述定理:

定理 1摇 式(3)中,若 赘 面积固定为 2仔A 不变,
当 赘 关于赤道对称时,姿1 最大。

证明摇 只需证明 H忆( 孜) >0,坌孜沂(0,a)即可。
这样便有

姿1臆H(孜)<H(a)= 姿1(a)
事实上,

H忆(孜) = 乙A
0
2sin 孜cos渍h忆20(x)dx + 滓cos 孜h2

0(0) +

滓cot浊sin 孜h2
0(A)

当 孜=a 时,h0(x)关于 x= A
2 对称,且

cos渍=cos a-x= A
2 -x

关于 x= A
2 为奇函数,cot 孜+cot浊=0,因此有

H忆(a) = 乙A
0
2sin a A

2( )- x h忆20(x)dx +

滓sin ah2
0(0)(cot a + cot浊) = 0

而坌孜沂(0,a),cot 孜+cot浊>0, 于是

H忆(孜) = 乙A
0
2sin 孜(cos 孜 - x)h忆20(x)dx +

滓sin 孜h2
0(0)(cot 孜 + cot浊) > 0

证毕。

引理 2摇 当 x逸0,y臆 2
2 时,xy臆1-x2

1-y2成立。

引理 3摇 考虑

{p(x;t)y忆(x;t)} 忆+姿y(x;t)= 0,x沂(0,1)
y忆(0;t)-h1( t)y(0;t)= y忆(1;t)+h2( t)y(1;t)= 0

其中 t沂[0,1]为参数,p(x;t),h1( t),h2( t)逸a>0,
且 p(x;t)一阶偏导都连续,h1( t),h2( t)为光滑函

数,则它的特征值关于 t 连续(如果没有特别说明,
求导默认对 x 求导)。

证明摇 利用最大-最小原理,类似于文献[6]定
理 6郾 10 可证。

引理 4摇 设 u(x;t)满足:
{p(x;t)y忆(x;t)} 忆+姿y(x;t)= 0,x沂(0,1)

y忆(0;t)= h1( t);y(0;t)= 1
若引理 3 中的条件成立,则 u(x;t),u忆(x;t)连续。

63
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证明摇 利用常数变易法,设

y1(x;t) = 1,y2(x;t) = 乙x
0

1
p( s;t)ds

是该问题对应的齐次方程的两个解。

u(x;t) = c1(x;t) + c2(x;t)乙x
0

1
p( s;t)ds

不难得到

u(x;t) = c1( t) + c2( t)乙x
0

1
p( s;t)ds -

乙x
0
姿( t)u( s;t)p( s;t)乙x

s

1
p( z;t)dzds (10)

由边条件有

c1( t)= u(0;t)= 1
c2( t)= u忆(0;t)p(0;t)= h1( t)p(0;t) (11)

由引理 3 和式(10)(11),逐次迭代可得证。

定理 2摇 当 A臆 2
2 时,在定理 1 其他条件不变

的情况下,姿1(孜) 关于 孜 严格单调递增。

证明摇 为了得到这个结果,需要证明
d姿1(孜)

d孜 :=

觶姿1(孜)>0,坌孜沂(0,a)。 记 h灼(x)表示 孜= 灼 时的规范

化特征函数,于是有

姿1(孜) 臆 乙A
0
sin2渍孜h忆2孜+驻 孜(x)dx + 滓sin 孜h2

孜+驻 孜(0) +

滓sin浊h2
孜+驻 孜(A)

姿1(孜 + 驻孜) 臆 乙A
0
sin2渍孜+驻 孜h忆2孜(x)dx + 滓sin(孜 +

驻 孜)h2
孜(0) + 滓sin(浊 + 驻浊)h2

孜(A)
从而

乙A
0
(sin2渍孜+驻孜 - sin2渍孜)h忆孜+驻孜2(x)dx +

滓(sin(孜 + 驻孜) - sin 孜)h孜+驻孜
2(0) +

滓(sin(浊 + 驻浊) - sin浊)h孜+驻孜
2(A) 臆

姿1(孜 + 驻孜) - 姿1(孜) 臆

乙A
0
(sin2渍孜+驻孜 - sin2渍孜)h忆孜2(x)dx +

滓(sin(孜 + 驻孜) - sin 孜)h孜
2(0) +

滓(sin(浊 + 驻浊) - sin浊)h孜
2(A) (12)

由引理 4 及式(12),容易得到

觶姿1(孜) = 乙A
0
2sin 孜cos渍孜h忆2孜(x)dx +

滓sin 孜(cot 孜h2
孜(0) + cot浊h2

孜(A))
假设埚孜0沂(0,a),使得 觶姿1(孜0)= 0,令

H0(孜) = 乙A
0
sin2渍孜h忆孜20(x)dx +

摇 摇 滓sin 孜h孜20(0) + 滓sin浊h孜20(A)

则有

H忆0 (孜) = 乙A
0
2sin 孜cos渍孜h忆孜20(x)dx +

滓cos 孜h孜20(0) + 滓cot浊sin 孜h孜20(A)
显然 姿1(孜0)= H0(孜0), 觶姿1(孜0)= H忆0(孜0),于是

H忆0(孜0) = 乙A
0
2sin 孜0cos渍孜0h忆孜20(x)dx +

滓cos 孜0h孜20(0) + 滓cot浊sin 孜0h孜20(A) = 0

不难看出一定有 孜0逸
仔
4 ,进而,如果有

H忆0(孜)<H忆0(孜0)= 0,坌孜沂(孜0,a) (13)
就能得到矛盾。 事实上,如果式(13)成立,则有

姿1(a)臆H0(a)<H0(孜0)= 姿1(孜0)
这与定理 1 矛盾。

下面证明式(13)。 只需证明 h忆孜20( x),h孜20(0),
h孜20(A)对应的系数函数在(孜0,a)上为减函数即可。
cos 孜 自然是减函数,对于 sin 孜cos渍孜,关于 孜 求导得

cos 孜cos渍孜-sin2孜=cos 孜(cos 孜-x)-sin2孜<cos2孜-sin2孜

又由于 孜0逸
仔
4 ,于是有

cos2孜-sin2孜<0,坌孜沂(孜0,a)
最后,考虑 sin 孜cot浊,有

d(sin 孜cot浊)
d孜 = 1

sin浊(cos 孜cos浊-
sin2孜
sin2浊

)

由引理 2,得
d(sin 孜cot浊)

d孜 <0,坌孜沂(孜0,a)

证毕。
下面说明式(1)(2)中当 赘 为高维(维度 n逸3)

空间中的球带时,它的第一特征值关于 孜 也具有单

调性。 Rn 中球坐标变换:
x1 = rcos渍1,…,xn = rsin渍1…sin渍n-1

其中 0臆渍1,…,渍n-2臆仔,0臆渍n-1臆2仔,称 渍n-2 为最

后一个天顶角;设 赘={x:0<Ai臆渍i臆B i<仔; i = 1,2,
…,n-3;An-2 = 孜臆渍n-2臆浊 = Bn-2,0臆渍n-1臆2仔},下
面证明若 赘 的其他角不变,只有最后一个天顶角改

变,则 赘 越靠近赤道,式 (1) (2) 的第一特征值

越大。
(1) 在球坐标系下的方程为

驻 u+姿u= 鄣2u
鄣渍2

1
+
(n-2)cos渍1

sin渍1
· 鄣u

鄣渍1
+ 1
sin2渍1

伊

鄣2u
鄣渍2

2
+
(n-3)cos渍2

sin渍2
· 鄣u

鄣渍2
+ 1
sin2渍2

{

伊

{… 鄣2u
鄣渍2

i
+
(n-1-i)cos渍i

sin渍i
·鄣u

鄣渍i
+

73
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1
sin2渍i

· … 1
sin2渍n-3

· 鄣2u
鄣渍2

n-2
{{{ +

cos渍n-2

sin渍n-2
· 鄣u

鄣渍n-2
+ 1
sin2渍n-2

鄣2u
鄣渍2

n
}

-1
}… +姿u

设 u=h1(渍1)…hn-1(渍n-1),则有

h义n-1+s0 =0,h( j)
n-1(0)= h( j)

n-1(2仔),j=0,1 (14)
…

h义n-k+
(k-1)cos渍n-k

sin渍n-k
h忆n-k+ sk-1-

sk-2
sin2渍n-

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
hn-k =0

hn-k(An-k)= hn-k(Bn-k)= 0 (15)
…

h义1+
(n-2)cos渍1

sin渍1
h忆1+ sn-2-

sn-3
sin2渍

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
h1 =0

h1(A1)= h1(B1)= 0 (16)
其中 姿= sn-2,由 Courant 节点定理,当式(14)(15)中
的每一个 sk-1(k = 1,2,…,n-2)都取对应方程的最

小特征值 (记作 滋k-1,且 滋0 = 0) 的时候,代入式

(16),求得的最小特征值 滋n-2 即为式(1) (2) 的第

一特征值 姿1。
设 赘 的面积为

S = 2仔乙孜
浊
sin渍n-2d渍n-2…乙B1

A1
(sin渍1) n-2d渍1: =

2仔Sn-2…S1

由引理 1,令

z = 乙渍n-k
An-k

(sin渍n-k) k-1d渍n-k,gn-k( z) = hn-k(渍n-k)

则式(19) 变为

d
dz{(sin渍n-k)2k-2g忆n-k(z)}+ sk-1-

sk-2
sin2渍n-

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
gn-k(z)= 0

gn-k(0)= gn-k(Sn-k)= 0,k=2,…,n-1
于是,

滋k-1 = inf
gn-k沂T {

k
乙Sn-k
0

(sin渍n-k) 2k-2g忆2n-k( z)dz +

乙Sn-k
0

滋k-2

sin2渍n-k
g2
n-k( z)d }z ,k = 2,…,n - 1 (17)

其中 Tk ={ f沂H1
0(0,Sn-k): f =1}。

定理 3摇 当 赘 的面积 S=2仔Sn-2…S1 不变,在区

间 0,arccos
Sn-2é

ë
êê

ù

û
úú2 上,式(1) (2)的最小特征值 姿1

关于 孜 严格增。
证明摇 由式(17)知道,滋k-1(k = 2,…,n-1)实际

上是 孜 的函数,记为 滋k-1( 孜),将 滋0 = 0 代入式(15)
(取 k=2),得

h义n-2+
cos渍n-2

sin渍n-2
h忆n-2+s1hn-2 =0

hn-2(孜)= hn-2(浊)= 0 (18)
由文献[2]知道,在 孜 从 0 开始增加到 arccos

Sn-2

2 的过程中,式(18) 的最小特征值 滋1 是严格增加

的。 反复利用式(15),可知随着 孜 的增加,滋k-1( 孜)
是单调增的(k = 2,…,n-1),下面证明它是严格单

调增加的。
设 m 是当 孜 增加时使得 滋m-2 严格单调增加而

滋m-1不严格增加的最小数,则埚孜1,孜2,且 0臆孜1<孜2臆

arccos
Sn-2

2 ,使得 滋m-1 ( 孜1 ) = 滋m-1 ( 孜2 )。 由假设,

滋m-2(孜1)<滋m-2(孜2),于是埚啄0>0,使得坌g沂Tm,有

乙Sn-m
0

滋m-2(孜2) - 滋m-2(孜1)
sin2渍n-m

g2( z)dz > 啄0 (19)

由于 滋m-1 ( 孜1 ) = 滋m-1 ( 孜2 ) 及式 (17),坌着 > 0,
埚g着沂Tm,使得

乙Sn-m
0

(sin渍n-m) 2m-2g忆2着( z)dz +

乙Sn-m
0

滋m-2(孜2)
sin2渍n-m

g2
着( z)dz < 滋m-1(孜2) + 着

又因为

滋m-1(孜1) 臆 乙Sn-m
0

(sin渍n-m) 2m-2g忆2着( z)dz +

乙Sn-m
0

滋m-2(孜1)
sin2渍n-m

g2
着( z)dz

于是

滋m-1(孜2) = 滋m-1(孜1) 臆 乙Sn-m
0

(sin渍n-m)2m-2g忆2着(z)dz +

乙Sn-m
0

滋m-2(孜1)
sin2渍n-m

g2
着(z)dz < 乙Sn-m

0
(sin渍n-m)2m-2g忆2着(z)dz +

乙Sn-m
0

滋m-2(孜2)
sin2渍n-m

g2
着( z)dz < 滋m-1(孜2) + 着

于是

{乙Sn-m
0

(sin渍n-m)2m-2g忆2着(z)dz + 乙Sn-m
0

滋m-2(孜2)
sin2渍n-m

g2
着( z)dz} -

{乙Sn-m
0

(sin渍n-m)2m-2g忆2着(z)dz + 乙Sn-m
0

滋m-2(孜1)
sin2渍n-m

g2
着(z)dz =

乙Sn-m
0

滋m-2(孜2) - 滋m-2(孜1)
sin2渍n-m

g2
着( z)dz < 着

这与式(19)矛盾。 从而得到 姿1 = 滋n-2关于 孜 严

格单调增。 证毕。

2摇 结束语

首先介绍了与本文相关的 Laplace 算子特征值

问题的一些结果,然后针对三维欧式空间单位球的
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球带上具有 Robin 型边条件的 Laplace 算子的特征

值问题,利用 Courant 节点域定理确定问题的第一

特征值及其 Rayleigh 表示。 分析发现在球带关于赤

道对称时第一特征值最大; 同时,当球带面积小于

等于 2 仔 时,球带越靠近赤道,第一特征值越大;最
后说明了文献[2]里的结果可以推广到高维上去。
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Some Properties of the First Eigenvalue of
Laplace Operator on a Spherical Band

LU Kang,HUANG Zhen鄄you
(School of Science,Nanjing University of Science and Technology,Nanjing 210094,China)

Abstract:The researches of the eigenvalue problems of Laplace operator have many applications to physics,
they relate to the levels of power belonging to the particles when particles across certain fields. By Maximum鄄
Minimum Principle,we can formulate the eigenvalues theoretically. Based on the eigenvalue problem of Laplace
operator on a spherical band in three dimensional space with Robin boundary conditions,we formulated the first
eigenvalue by virtue of Courant nodal domain theorem and Maximum鄄Minimum Principle,then by this formulation,
we proved that the first eigenvalue would be maximum when the band is symmetric about the equator ( the area of
the band is constant),also,if the area of the band is smaller than or equals to 2 仔,then the first eigenvalue would
monotonously increase when the band moves to the equator.

Key words:Sturm鄄Liouville equation;Laplace operator;first eigenvalue
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