
第 ３２卷第 ５期

Ｖｏｌ ３２　 ＮＯ．５
　 　 　 　 　 　 　 　

重庆工商大学学报（自然科学版）
Ｊ Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｔｅｃｈｎｏｌ Ｂｕｓｉｎｅｓｓ Ｕｎｉｖ （Ｎａｔ Ｓｃｉ Ｅｄ）

　 　 　 　 　 　 　 　
２０１５年 ５月
Ｍａｙ．２０１５

ｄｏｉ：１０．１６０５５ ／ ｊ．ｉｓｓｎ．１６７２－０５８Ｘ．２０１５．０００５．０１５

关于有限集［ｎ］及其子集若干性质的讨论∗

程　 杰１， 杨冬苹２

（１．重庆师范大学 数学学院，重庆 ４０１３３１；２．重庆市秀山高级中学，重庆 ４０９９００）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　

　 　 收稿日期：２０１４－０９－２０；修回日期：２０１４－１０－０９．

　 ∗基金项目：重庆市自然科学基金（２０１１ｊｊＡ００００３）．

　 　 作者简介：程杰（１９９０⁃），男，重庆开县人，硕士，从事微分方程与动力系统研究．

　 　 摘　 要：有限集由于有有限多个子集，因而具有许多无限集合所不具有的性质；从 ｎ 元有限集的所有 ｋ
元子集元素和入手，得到了 ｎ 元有限集的全体子集元素和 Ｓｎ 的计数公式，以及所有 ｋ 阶子集的元素和

Ｓｎ，ｋ（ｋ＝ ０，１，２，…，ｎ）的计数公式以及单峰性质和其他一些推论．
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有限集合由于具有有限个子集，因而具有许多无限集合不可比拟的性质．众所周知，有限集合及其子集

与组合数学有着非常紧密的联系．首先，有限集的所有子集的元素和就是一个组合数学范畴的问题；再者，其
各阶子集的元素和之比与二项式系数有着完美的吻合．通过上述对有限集的讨论，可以得到一系列的结论．

１　 相关性质

定义 １　 记［ｎ］ ＝｛１，２，３，…，ｎ｝，ｎ∈Ｎ，［ｎ］的所有子集的元素和为 Ｓｎ，［ｎ］的所有 ｋ 阶子集的元素和为

Ｓｎ，ｋ（ｋ＝ ０，１，２，…，ｎ）（这里的 ｋ 阶子集指的是该集合包含有［ｎ］中的 ｋ 个元素），自然的，有 Ｓｎ，０ ＝ ０，显然，有

Ｓｎ ＝
ｎ

ｋ＝０
Ｓｎ，ｋ ．

定理 １［１］ 　 集合［ｎ］的子集个数为 ２ｎ ．
证明　 令 ２［ｎ］表示［ｎ］的所有子集组成的集合，再令｛０，１｝ ｎ ＝ ｛（ε１，ε２，…，εｎ）：εｉ ＝ ０ 或 １｝ ．因为每个 εｉ

有两种可能的取值，所以有 ｃａｒｄ（｛０，１｝ ｎ）＝ ２ｎ ．定义映射 θ（Ｔ）＝ （ε１，ε２，…，εｎ），其中

εｉ ＝
１，若 ｘｉ ∈ Ｔ

０，若 ｘｉ ∉ Ｔ{
容易看出 θ 是一个双射．于是就证明了集合［ｎ］的子集个数为 ２ｎ ．

定理 ２［１］ 　 集合［ｎ］的 ｋ 阶子集的个数
ｎ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｎ！
ｋ！ （ｎ－ｋ）！

．

证明　 考虑用两种方法来计数．从 ｎ 元集合 Ｓ 中取出一个 ｋ 元子集 Ｔ，然后把 Ｔ 中的元素按线性排序的

方法数 Ｎ（ｎ，ｋ） ．首先，有
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÷ 种方法选择 Ｔ，然后有 ｋ 种方法从 Ｔ 中选择一个元素作为排序的第一个元素，再



从 ｋ－１种方法选出一个元素作为排序的第二个元素，以此类推．因此 Ｎ（ｎ，ｋ）＝
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另一方面，这里有 ｎ 种方法从 Ｓ 中选出一个元素作为排序的第一个元素，然后再有 ｎ－１ 种方法从剩下

的元素中选出一个元素作为排序的第二个元素，以此类推，直至有 ｎ－ｋ＋１ 种方法从剩下的元素中选出一个

元素作为排序的第 ｋ 个元素．这样就有

Ｎ（ｎ，ｋ） ＝ ｎ（ｎ － １）…（ｎ － ｋ ＋ １）

　 　 于是，就得到
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定理 ３［２⁃３］ 　 假设 ｎ 是正整数，二项式系数列
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证明　 利用定理 ２，对于正整数 ｋ（１≤ｋ≤ｎ），有
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偶性讨论即可．

２　 结　 论

性质 １　 集合［ｎ］的所有子集的元素和为 Ｓｎ ＝
ｎ（ｎ＋１）
２
·２ｎ－１ ．

证明　 对于元素 ｊ（１≤ｊ≤ｎ），分为属于集合［ｎ］的某一子集或者不属于集合［ｎ］的所有子集 ２种情况．而元

素 ｊ 不属于集合［ｎ］的所有子集共有 ２ｎ－１种情况（这相当于集合［ｎ］ ＼ ｊ 的所有子集的个数），即元素 ｊ 在集合［ｎ］
的子集中共出现 ２ｎ－２ｎ－１ ＝２ｎ－１次．当 ｊ 遍历 １到 ｎ 的所有正整数时，就得到集合［ｎ］的所有子集的元素和为

Ｓｎ ＝ （１ ＋ ２ ＋ ３ ＋ … ＋ ｎ）·２ｎ－１ ＝ ｎ（ｎ ＋ １）
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　 　 性质 ２　 类似于二项式系数列，集合［ｎ］的所有 ｋ 元子集的元素和 Ｓｎ，ｋ构成的序列也具有单峰性：当 ｎ 是

偶数时，集合［ｎ］的所有 ｋ 元子集的元素和 Ｓｎ，ｋ（ｋ＝ ０，１，２，…，ｎ）中最大的是 Ｓｎ， ｎ２
和 Ｓｎ， ｎ２ ＋１

；当 ｎ 是奇数时，集
合［ｎ］的所有 ｋ 元子集的元素和 Ｓｎ，ｋ（ｋ＝ ０，１，２，…，ｎ）中最大的是 Ｓｎ， ｎ２ ＋１

．

证明　 类似于性质 １，易知集合［ｎ］的所有 ｋ 元子集的元素和为 Ｓｎ，ｋ ＝
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再利用定理 ３，可知当 ｎ 是偶数时，集合［ｎ］的所有 ｋ 元子集的元素和 Ｓｎ，ｋ（ｋ ＝ ０，１，２，…，ｎ）中最大的是 Ｓｎ， ｎ２

和 Ｓｎ， ｎ２ ＋１
；当 ｎ 是奇数时，集合［ｎ］的所有 ｋ 元子集的元素和 Ｓｎ，ｋ（ｋ＝ ０，１，２，…，ｎ）中最大的是 Ｓｎ， ｎ２ ＋１

．

性质 ３　 集合［ｎ］的所有 ｋ 元子集的元素和 Ｓｎ，ｋ之比为其低一阶的二项式系数列
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证明　 由性质 ２可得，集合［ｎ］的所有 ｋ 元子集的元素和为
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推论 １　 
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