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　 　 摘　 要：研究了二维连续型随机变量在平面上一对一变换的概率分布，更进一步地，还研究了若平面被

分成若干区域， 二维连续型随机变量分区域成一对一变换时的概率分布．
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设（Ｘ，Ｙ）是二维连续型随机变量，联合概率密度已知， 若存在二元函数 ｕ ＝ ｇ（ｘ，ｙ），称 Ｕ＝ ｇ（Ｘ，Ｙ）为二

维连续型随机变量（Ｘ，Ｙ）的函数． 文献［１］和［２］讨论了 Ｕ ＝ ｇ（Ｘ，Ｙ）的概率密度公式及计算．若还存在二元

函数 ｖ＝ｈ（ｘ，ｙ），称
Ｕ＝ｇ（Ｘ，Ｙ）
Ｖ＝ｈ（Ｘ，Ｙ）{ 为二维连续型随机变量 Ｘ，Ｙ( ) 的变换． 如何求二维随机变量（Ｕ，Ｖ）的联合概

率密度， 文献［３⁃５］进行了简单的讨论． 基于文献［５］此处研究了二维连续型随机变量在平面 Ｒ２ 上的一对

一变换的概率分布，还研究了若平面 Ｒ２ 被分成若干区域，分区域成一对一变换时的概率分布．
定理 １　 设（Ｘ，Ｙ）的联合概率密度为 ｆＸ，Ｙ ｘ，ｙ( ) ，变换

ｕ ＝ ｇ（ｘ，ｙ）
ｖ ＝ ｈ（ｘ，ｙ）{

存在连续偏导数，且存在唯一的逆变换

ｘ ＝ ｘ（ｕ，ｖ）
ｙ ＝ ｙ（ｕ，ｖ）{ （１）

设 Ｕ＝ｇ（Ｘ，Ｙ），Ｖ＝ｈ（Ｘ，Ｙ），则（Ｕ，Ｖ）的联合概率密度为

ｆＵ，Ｖ（ｕ，ｖ） ＝ ｆＸ，Ｙ（ｘ（ｕ，ｖ），ｙ（ｕ，ｖ）） Ｊ
其中 Ｊ 为逆变换的雅可比行列式，即

Ｊ ＝ ∂（ｘ，ｙ）
∂（ｕ，ｖ）

＝

∂ｘ
∂ｕ

∂ｘ
∂ｖ

∂ｙ
∂ｕ

∂ｙ
∂ｖ

　 　 证明　 （Ｕ，Ｖ）的联合分布函数：
ＦＵ，Ｖ（ ｓ，ｔ） ＝ Ｐ（Ｕ≤ ｓ，Ｖ≤ ｔ） ＝

Ｐ（ｇ（Ｘ，Ｙ） ≤ ｓ，ｈ（Ｘ，Ｙ） ≤ ｔ） ＝

∬
ｇ（ｘ，ｙ）≤ｓ，ｈ（ｘ，ｙ）≤ｔ

ｆＸ，Ｙ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ



作积分变换（１）得

ＦＵ，Ｖ（ ｓ，ｔ） ＝ ∬
ｕ≤ｓ，ｖ≤ｔ

ｆＸ，Ｙ（ｘ（ｕ，ｖ），ｙ（ｕ，ｖ）） Ｊ ｄｕｄｖ ＝

∫ｔ
－∞
∫ｓ

－∞
ｆＸ，Ｙ（ｘ（ｕ，ｖ），ｙ（ｕ，ｖ）） Ｊ ｄｕｄｖ （２）

对式（２）两边关于 ｓ，ｔ 求二阶混合偏导数，得 Ｕ，Ｖ( ) 的联合概率密度（将 ｓ，ｔ 分别改为 ｕ，ｖ）为
ｆＵ，Ｖ（ｕ，ｖ） ＝ ｆＸ，Ｙ（ｘ（ｕ，ｖ），ｙ（ｕ，ｖ）） Ｊ

　 　 由定理 １容易得到以下推论．
推论 １　 设（Ｘ，Ｙ）的联合概率密度为 ｆＸ，Ｙ（ｘ，ｙ），若 Ｕ＝ａＸ＋ｂ，Ｖ＝ ｃＹ＋ｄ，其中 ａ，ｃ 为非零常数，则（Ｕ，Ｖ）的

联合概率密度为

ｆＵ，Ｖ（ｕ，ｖ） ＝
１

｜ ａｃ ｜
ｆＸ，Ｙ

ｕ － ｂ
ａ
，ｖ

－ ｄ
ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷

　 　 定理 １只考虑了整个平面 Ｒ２ 上的一对一变换，若平面 Ｒ２ 被分成若干区域， 下面讨论当分区域成一对

一变换时的变量变换法．
定理 ２　 设（Ｘ，Ｙ）的联合概率密度为 ｆＸ，Ｙ（ｘ，ｙ），Ａ０，Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 是 Ｒ２ 的一个划分，且 Ａ０ 满足 Ｐ（（Ｘ，Ｙ）

∈Ａ０）＝ ０（Ａ０ 可能是空集），若变换

ｕ ＝ ｇ（ｘ，ｙ）
ｖ ＝ ｈ（ｘ，ｙ）{ （３）

在每个区域 Ａｉ 上有连续偏导数，且存在唯一的逆变换

ｘ ＝ ｘｉ（ｕ，ｖ），

ｙ ＝ ｙｉ（ｕ，ｖ），
{ 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ

设 Ｕ＝ｇ（Ｘ，Ｙ），Ｖ＝ｈ（Ｘ，Ｙ），则（Ｕ，Ｖ）的联合概率密度为

ｆＵ，Ｖ（ｕ，ｖ） ＝􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
ｆＸ，Ｙ（ｘｉ（ｕ，ｖ），ｙｉ（ｕ，ｖ）） Ｊｉ ＩＢｉ

（ｕ，ｖ） （４）

其中 Ｂ ｉ 是 Ａｉ 在式（３）下的像，而 Ｊｉ 为第 ｉ 个逆变换的雅可比行列式，即

Ｊｉ ＝
∂（ｘｉ（ｕ，ｖ），ｙｉ（ｕ，ｖ））

∂（ｕ，ｖ）
＝

∂ｘｉ（ｕ，ｖ）
∂ｕ

∂ｘｉ（ｕ，ｖ）
∂ｖ

∂ｙｉ（ｕ，ｖ）
∂ｕ

∂ｙｉ（ｕ，ｖ）
∂ｖ

　 　 证明　 （Ｕ，Ｖ）的联合分布函数

ＦＵ，Ｖ（ ｓ，ｔ） ＝ Ｐ（Ｕ≤ ｓ，Ｖ≤ ｔ） ＝ Ｐ（ｇ（Ｘ，Ｙ） ≤ ｓ，ｈ（Ｘ，Ｙ） ≤ ｔ） ＝

∬
ｇ（ｘ，ｙ）≤ｓ，ｈ（ｘ，ｙ）≤ｔ

ｆＸ，Ｙ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ ＝􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
∬

（ｘ，ｙ）：ｇ（ｘ，ｙ）≤ｓ，ｈ（ｘ，ｙ）≤ｔ{ } ∩Ａｉ

ｆＸ，Ｙ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ （５）

对式（５）中的各项作积分变换（３）（限制在 Ａｉ 上）得

ＦＵ，Ｖ（ ｓ，ｔ） ＝􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
∬

（ｕ，ｖ）：ｕ≤ｓ，ｖ≤ｔ{ } ∩Ｂｉ

ｆＸ，Ｙ（ｘｉ（ｕ，ｖ），ｙｉ（ｕ，ｖ）） Ｊｉ ｄｕｄｖ ＝

􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
∫ｔ

－∞
∫ｓ

－∞
ｆＸ，Ｙ（ｘｉ（ｕ，ｖ），ｙｉ（ｕ，ｖ）） Ｊｉ ＩＢｉ

（ｕ，ｖ）ｄｕｄｖ （６）

　 　 式（６）两边关于 ｓ，ｔ 求混合二阶偏导，并将 ｓ，ｔ 分别改记为 ｕ，ｖ，就得到式（４） ．注意，如果每个区域 Ａｉ 上

逆变换相同，那么 Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎ 两两互不相交，从而定理 ２回到定理 １．
关于相互独立的正态随机变量的和、差、积的概率分布， 大学概率统计教材讨论了很多，而相互独立的

正态随机变量的商的概率分布可以利用定理 ２求得，下面只讨论标准正态变量的情形．
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定理 ３　 若随机变量 Ｘ 与 Ｙ 独立同标准正态分布，记 Ｕ＝Ｘ ／ Ｙ，则 Ｕ 服从柯西分布，即相互独立的标准正

态变量之商是柯西随机变量．
证明　 增补变量 Ｖ＝ Ｙ ，考察变换

ｕ ＝ ｘ
ｙ

ｖ ＝ ｙ

ì

î

í

ïï

ïï

（７）

由于点（ｘ，ｙ）和（－ｘ，－ｙ）映射至同一点（ｕ，ｖ），所以该变换不是一对一变换，而是多对一变换．
记 Ａ０ ＝ （ｘ，ｙ）：ｙ＝ ０{ } ，Ａ１ ＝ （ｘ，ｙ）：ｙ＞０{ } ， Ａ２ ＝ （ｘ，ｙ）：ｙ＜０{ } ，显然 Ａ０， Ａ１， Ａ２ 是 Ｒ２ 的一个划分，并

且Ｐ（（Ｘ，Ｙ）∈Ａ０）＝ Ｐ（Ｙ＝ ０）＝ ０．

因为变换（７）在 Ａ１ 上存在逆变换
ｘ＝ｕｖ
ｙ＝ ｖ{ ，其雅可比行列式 Ｊ１ ＝ ｖ；在 Ａ２ 上存在逆变换

ｘ＝ －ｕｖ
ｙ＝ －ｖ{ ，其雅可比

行列式 Ｊ２ ＝ ｖ．故由定理 ２得（Ｕ，Ｖ）的联合概率密度

ｆＵ，Ｖ（ｕ，ｖ） ＝ ｆＸ，Ｙ（ｕｖ，ｖ） Ｊ１ ＩＢ１（ｕ，ｖ） ＋ ｆＸ，Ｙ（ － ｕｖ， － ｖ） Ｊ２ ＩＢ２（ｕ，ｖ） ＝

１
２π
ｅｘｐ － （ｕｖ）

２ ＋ ｖ２

２{ } ｖ ＩＢ１（ｕ，ｖ） ＋ １
２π
ｅｘｐ － （ － ｕｖ）２ ＋ （ － ｖ）２

２{ } ｖ ＩＢ２（ｕ，ｖ） ＝

ｖ
π
ｅ －
（ｕ２＋１）ｖ２
２ ，ｕ∈ Ｒ，ｖ ＞ ０

０，其他

ì

î

í

ïï

ïï

最后的等号成立，是因为这里 Ｂ１ ＝Ｂ２ ＝ （ｕ，ｖ：ｖ＞０）{ } ．于是关于 Ｕ 的边缘概率密度为

ｆＵ（ｕ） ＝ ∫∞
０

ｖ
π
ｅ －
（ｕ２＋１）ｖ２
２ ｄｖ ＝ １

π（ｕ２ ＋ １）
， ｕ∈ Ｒ

即 Ｕ 服从柯西分布．
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