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　　摘　要：主要确立了广义ＢｕｓｅｍａｎｎＰｅｔｔｙ问题的稳定性；结果涉及了维数限制上的广义 ＢｕｓｅｍａｎｎＰｅｔｔｙ
问题的稳定性以及与广义截面体类结构相关联的ＢｕｓｅｍａｎｎＰｅｔｔｙ问题的稳定性；细化并蕴含了Ｋｏｌｄｏｂｓｋｙ和
马丹所给出的广义ＢｕｓｅｍａｎｎＰｅｔｔｙ问题的稳定性结果，且为进一步深化相关的研究提供了启示．
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ＢｕｓｅｍａｎｎＰｅｔｔｙ问题是凸几何学中著名的经典难题．它自提出便先后吸引了包括 Ｆｉｅｌｄｓ奖获得者
Ｊ．Ｂｏｕｒｇａｉｎ在内的诸多优秀数学家投身到其研究之中．为了解决这一经典问题，数学家们极大地丰富了凸几
何学的内容，并发展了许多新的凸几何学研究的方法．

１９５６年，著名几何学家Ｈ．Ｂｕｓｅｍａｎｎ和Ｃ．Ｍ．Ｐｅｔｔｙ提出ＢｕｓｅｍａｎｎＰｅｔｔｙ问题［１］：如果对于Ｒｎ中的两个关

于原点中心对称的凸体Ｋ，Ｌ，使得对于单位球面Ｓｎ－１上所有单位向量ξ，都有

ｖｏｌｎ－１（Ｋ∩ξ⊥）≤ｖｏｌｎ－１（Ｌ∩ξ⊥）

成立，其中ｖｏｌｎ－１（·）表示ｎ维体积，ξ⊥＝｛ｘ∈Ｒ
ｎ：＜ｘ，ξ＞＝０｝表示正交于 ξ方向上的中心超平面，那么是否

ｖｏｌｎ（Ｋ）≤ｖｏｌｎ（Ｌ）必然成立？

１９７５年，Ｄ．Ｇ．Ｌａｒｍａｎ和Ｃ．Ａ．Ｒｏｇｅｒｓ［２］证明了当ｎ≥１２时答案为否定的；１９８９年，Ｋ．Ｂａｌｌ［３］证明了当 ｎ≥
１０时答案为否定的；１９９０年，Ａ．Ｇｉａｎｎｏｐｏｕｌｏｓ［４］和 Ｇ．Ｂｏｕｒｇａｉｎ［５］证明了当 ｎ≥７时答案为否定的；１９９２年，

Ｍ．Ｐａｐａｄｉｍｉｔｒａｃｋｉｓ［６］证明了当ｎ≥５时答案为否定的．

这个问题彻底被解决其实归功于Ｅ．Ｌｕｔｗａｋ［７］的卓著工作—揭示截面体和ＢｕｓｅｍａｎｎＰｅｔｔｙ问题之间存在

重要的联系；基于这种联系，１９９４年，Ｒ．Ｇａｒｄｎｅｒ［８］证明了当 ｎ＝３时 ＢｕｓｅｍａｎｎＰｅｔｔｙ问题的答案是肯定的；

１９９９年，张高勇［９］证明了当ｎ＝４时ＢｕｓｅｍａｎｎＰｅｔｔｙ问题的答案是肯定的．

１９９９年，Ｒ．Ｇａｒｄｎｅｒ，Ａ．Ｋｏｌｄｏｂｓｋｙ以及 Ｔ．Ｓｃｈｌｕｍｐｒｅｃｈｔ［１０］用 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换给出了所有维数的 Ｂｕｓｅｍａｎｎ

Ｐｅｔｔｙ问题的一个一致解；Ｆ．Ｂａｒｔｈｅ，Ｍ．Ｆｒａｄｅｌｉｃｚ和Ｂ．Ｍａｕｒｅｙ［１１］给出了这个一致解的重要的证明；然后就出现

了许多与 ＢｕｓｅｍａｎｎＰｅｔｔｙ问题相关联的有意义的结果．１９９６年，张高勇［１２］首先研究了 ＢｕｓｅｍａｎｎＰｅｔｔｙ问题

的一个几何推广：如果Ｒｎ中两个关于原点中心对称的凸体Ｋ和Ｌ满足

ｖｏｌｉ（Ｋ∩ξ）≤ｖｏｌｉ（Ｌ∩ξ），ξ∈Ｇ（ｎ，ｉ）

其中Ｇ（ｎ，ｉ）表示在Ｒｎ中的ｉ维子空间的格拉斯曼流形，那么是否ｖｏｌｎ（Ｋ）≤ｖｏｌｎ（Ｌ）一定成立？
这个问题一般被称作广义 ＢｕｓｅｍａｎｎＰｅｔｔｙ问题．当 ｉ＝ｎ－１时，这个问题就是上述所提到的 Ｂｕｓｅｍａｎｎ

Ｐｅｔｔｙ问题．已经证明了当 ３＜ｉ＜ｎ时广义 ＢｕｓｅｍａｎＰｅｔｔｙ问题的解是否定的，但是当 ｎ＞３，ｉ＝２，３时的广义



ＢｕｓｅｍａｎｎＰｅｔｔｙ问题的解仍然是公开的（ｉ＝１时是明显成立的）．
此处研究了广义ＢｕｓｅｍａｎｎＰｅｔｔｙ问题一般的稳定性，结果或许对于广义 ＢｕｓｅｍａｎｎＰｅｔｔｙ问题的公开情

形提供了启示．以下是主要结果及推论．
定理１　如果Ｒｎ上的一个（ｉ，ｋ）截面体Ｋ和一个星体Ｌ，对于任意的ξ∈Ｇ（ｎ，ｉ）都满足ｖｏｌｉ（Ｋ∩ξ）≤

ｖｏｌｉ（Ｌ∩ξ）＋ε，那么对于任意的η∈Ｇ（ｎ，ｉ＋ｋ）就有

ｖｏｌｉ＋ｋ（Ｋ∩η）
ｉ
ｉ＋ｋ≤ｖｏｌｉ＋ｋ（Ｌ∩η）

ｉ
ｉ＋ｋ＋ε

（（ωｉ＋ｋ）
ｉ
ｉ＋ｋ

ωｉ
　　在定理１中，ｋ＝ｎ－ｉ时的结果就是Ｋｏｌｄｏｂｓｋｙ和马丹在文献［１３］中确立的结果．

推论１　如果Ｒ４上的一个２维截面体Ｋ以及一个星体Ｌ，对于任意的ξ∈Ｇ（４，２）满足
ｖｏｌ２（Ｋ∩ξ）≤ｖｏｌ２（Ｌ∩ξ）＋ε （１）

那么就有

ｖｏｌ４（Ｋ）
１
２≤ｖｏｌ４（Ｌ）

１
２ ＋０．７０７１ε （２）

为了阐述定理２，定义了Ｒｎ中的一个星体Ｋ的ｉ对偶均值积分Ｗ槇ｉ（Ｋ）＝
１
ｎ∫Ｓｎ－１ρＫ（ｕ）ｎ－ｉｄｕ．

定理２　Ｄ（ｎ－ｉ，ｒ）＝｛ｊ∈Ｎ∩｛０｝：ｊ＜ｎ－ｉ，ｍ∈Ｎｓ．ｔ．ｊ＝ｎ－ｉ－ｍｒ｝．对于任意的正整数ｒ满足ｒ≤ｎ－ｉ，如果
Ｒｎ中的一个（ｎ－ｒ）维截面体Ｋ和一个星体Ｌ，对于任意的ξ∈Ｇ（ｎ，ｉ），满足

ｖｏｌｉ（Ｋ∩ξ）≤ｖｏｌｉ（Ｌ∩ξ）＋ε （３）
那么对于任意的ｊ∈Ｄ（ｎ－ｉ，ｒ），就有

Ｗ槇（Ｋ）
ｉ
ｎ－ｊ≤

Ｗ槇（Ｌ）
ｉ
ｎ－ｊ＋εωｎ

ｉ
ｎ－ｊ

ωｉ
　　当ｊ＝０以及ｒ＝ｎ－ｉ时，定理２就得到Ｋｏｌｄｏｂｓｋｙ和马丹在文献［１３］中的结果．

推论２　如果Ｒ４中的一个３维截面体Ｋ和一个星体Ｌ，对于任意的ξ∈Ｇ（４，３），满足：
ｖｏｌ３（Ｋ∩ξ）≤ｖｏｌ３（Ｌ∩ξ）＋ε

那么就有

ｖｏｌ４（Ｋ）
３
４≤ｖｏｌ４（Ｌ）

３
４ ＋０．７９０４ε （４）

　　回顾到式（１）和式（３）的条件中，和ε相乘的系数都是１，但是在式（２）和式（４）中，和ε相乘的系数却都
是小于１的．因此，推论１和推论２实际上从直观上启示了张高勇的广义 ＢｕｓｅｍａｎｎＰｅｔｔｙ问题的公开情形或
许是有正解的．
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